Lista 1
03/04/2010

(1) Quantos elementos tem o anel Z[X]/(7,X? —1)?
(2) Diga se o anel Q[X]/(X? —14X? + 7) é um dominio.

(3) Diga se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa. Todo dominio
finito é um corpo.

(4) Diga se a seguinte afirmacao é verdadeira ou falsa. Seja A um anel
com unidade no qual 1 + 1+ 1 = 0; entao para z € A se x + x = 0 entao
x = 0.

(5) Sejam p,q € Z/(p)[X]. Mostre que p(x) = q(x) para todo = € Z/(p)
se e somente se (X? — X)|(p — q).

(6) Exiba dois anéis com unidade nao isomorfos de ordem 8.

(7) Exiba um polinémio irredutivel de grau 2 em (Z/(13))[X] e use-o
para construir um corpo com 169 elementos.

(8) Sejam Ay = ((Z/(5))[X])/(X? —2) e Ay = ((Z/(5))[X])/(X? — 4).
Diga se Ay e A4 sao isomorfos.

(9) Sejam Ay = ((Z/(5))[X])/(X* - 2) e A3 = ((Z/(5))[X])/(X* - 3).

Diga se Ay e A3 sao isomorfos.

(10) Seja A um anel (provavelmente nao comutativo) finito com unidade
e com elementos a,b € A satisfazendo ab = 1. Prove que ba = 1. Diga se
vale o mesmo para anéis infinitos.

(11) Diga se a afirmacao a seguir é verdadeira ou falsa. Seja A um anel
com unidade. Se (ab—ba)? = 0 para quaisquer elementos a e b de A entdo
A é um anel comutativo.

(12) Sejam Ay = ((Z/(13))[X])/(X? — d) para d = 1,2,3,...,12. Diga
quais destes anéis sao dominios e quais sao isomorfos.
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(13) Seja p € Z[X]| C (Z]i])[X] um polinémio de coeficientes inteiros de

grau maior ou igual a 1. Diga se sao verdadeiras ou falsas as afirmacoes:

(a) Se p é irredutivel como elemento de Z[X] entao é irredutivel como
elemento de (Z[i])[X].

(b) Se p é irredutivel como elemento de (Z[i])[X] entao é irredutivel
como elemento de Z[X].



(14) Seja 7 : Z|X] — (Z/(5))[X]| o homomorfismo natural que toma

cada coeficiente médulo 5. Seja p € Z[X] um polindmio moénico de

coeficientes inteiros e de grau maior ou igual a 1 (um polinémio é ménico

se seu coeficiente de grau mais alto é 1). Diga se sao verdadeiras ou falsas

as afirmacoes:

(a) Se p ¢é irredutivel como elemento de Z[X]| entao 7(p) é irredutivel
como elemento de (Z/(5))[X].

(b) Se m(p) é irredutivel como elemento de (Z/(5))[X] entao p é
irredutivel como elemento de Z[X].

(15) Diga quem sao os elementos inversiveis de C[X,Y]/(XY —1).

(16) Seja a um inteiro. Mostre que se a equagao
2 —2y° =a

tem alguma solucao inteira, entao ela tem infinitas solucoes inteiras.
(Dica: considere o anel Z[v/2] e seus elementos inversiveis.)

(17) Mostre que para todo primo p da forma 6n + 1 existem inteiros a e b

com p = a? 4+ 3b%. (Dica: considere o anel Z[w], w = @)

(18) Seja n > 0 um inteiro. Mostre que as duas condig¢oes abaixo sao

equivalentes:

(a) m é da forma k? ou 2k?;

(b) o ntimero de solugoes da equagao x? + y? = n é congruo a 4
modulo 8.

(19) Seja p > 2 um primo. Mostre que as duas condic¢oes abaixo sao
equivalentes:

(a) p=1 (mod8)oup=3 (mod38);

(b) a equacgao z? + 2y? = p admite solugao inteira.

(20) Seja Z[v—3] = {a + bv/—3;a,b € Z}, com a soma e produto usuais.
Mostre que Z[v/—3] é um dominio onde nao vale a fatoragao tnica.
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(21) Seja CY([0,1],R) o conjunto das funcoes continuas de [0, 1] em

R. Com a soma e produto usuais, mostre que C°([0, 1], R) é um anel
comutativo com unidade. Mostre que nao existem elementos irredutiveis
em CY([0,1],R). (Um elemento nao nulo, nio inversivel a é dito
irredutivel se a = bc implica que b ou ¢ é inversivel.)

(22) Encontre todos os ideais (bilaterais) do anel nao comutativo das
matrizes reais quadradas de ordem 2.

(23) Encontre todos os ideais de C[[X]], o anel das séries formais com
coeficientes complexos.

(24) Faga uma lista completa (a menos de isomorfismo) de todos os anéis
comutativos com unidade com 5 ou menos elementos.

(25) Seja Z7 = Z[[X]]/(X — 7). Mostre que Z; é um dominio e encontre
todos os seus ideais primos. Diga se existe © € Z7 com z2? = 2.

(26) Seja A = {2"a;a,n € Z} C Q o conjunto dos racionais diddicos.
Mostre que A é um dominio principal e diga se A é euclidiano.

(27) Seja QT = QN [0,+00). Sejam A = {a1 X + -+ + a, X%;a; €
C,¢; € QT}eB = {1 X? + -+ + a,X%;a; € Q,¢; € QT} com as
operagoes induzidas pela notacao (assim, X7 - X ¢ =X q+q/). Mostre que:
(a) A e B sao dominios nao noetherianos,

(b) nao existem elementos irredutiveis em A,

(c) existem elementos irredutiveis em B,

(d) nem todo elemento de B é um produto de elementos irredutiveis.

(28) Seja A = C°((—1,1),R) o anel das fungoes continuas de (—1,1) em
R. Seja I C A o conjunto das fungoes que se anulam em algum intervalo
da forma (—e,€), € > 0. Diga se o anel A/I é noetheriano.

(29) Seja A o conjunto de todas as fungoes de N em Z/(2) e seja [ C A
o conjunto de todas as fungoes que sao iguais a 1 apenas em um conjunto
finito. Seja J um ideal maximal, I C J C A. Diga se A/J é isomorfo a

7)(2).



(30) Seja A o conjunto de todas as fungoes de N em Q e seja [ C A
o conjunto de todas as funcoes que sao diferentes de 0 apenas em um
conjunto finito. Seja J um ideal maximal, I C J C A. Digase A/J é
isomorfo a Q.

(31) Seja A um anel comutativo com unidade. Suponha que toda fungao
de A em A é dada por um polinémio. Prove que A é um corpo finito.

(32) Defina recursivamente em N as seguintes operagoes: a @ b é o menor
natural que nao pode ser escrito como a’@®b ou a®b’, a’ < a, b’ < b; a®b é
o menor natural que nao pode ser escrito como (a'©b) @ (a’ ©b) D (a®V),
a’ < a, b <b. Prove que com estas operacoes N é um corpo.

(33) Construa quatro anéis comutativos com unidade com 27 elementos
(dois anéis isomorfos nao contam, e vocé deve justificar que os exemplos
nao sao isomorfos).
(34) Dé um exemplo de um dominio A no qual existam ideais primos I7,
I, I3 com

{0 CchL L3 CA

(35) Encontre todas as solugoes inteiras da equagao

2’ +ay —y? =1

B

com |z|, |y| <1000 (dica: considere o anel Z[1£X2]).

(36) Exiba polinomios nao constantes p,q,r € C[X] satisfazendo a
equacao

P+ =
Prove que nao existem polindmios nao constantes p,q,r € C[X]
satisfazendo a equacao

P+ g% =3
(dica: suponha que (p1,q1,71) é uma solucao de grau minimo e use-a para
obter outra solugao (p2, g2,72) de grau mais baixo).



