PROVA 1 — ESTRUTURAS ALGEBRICAS II

Questao 1 (a): Sejam H = (a) (|JH| =11), K = (b) (/K| =5). Entao:
(i) H < G, em conseqiiéncia do teorema de Sylow, ou, mais diretamente, porque
(cx+d)o(z+1)o(cx+d) ' =(cx+do(clea—cld+1)=2+c
(Note que ¢! € {1,-2,3,4,5} se ¢ pertence a esse mesmo conjunto.)
(ii) H N K = id, pois a*(0) = i, enquanto b’(0) = 0.
(iil) HK = G, pois a fungdo (h, k) — hok é injetora (em conseqiiéncia de (ii)) e |G| = 55 = |H| | K]|.
De (ii) e (iii) conclufmos que todo f € G pode ser escrito, de forma tnica, como f = a'b/, para
1€{0,1,2,...,10} e j € {0,1,2,3,4}.
Além disto, bab~! = a3b, por isto ba = a3b e
bat = a3’ b (0<u<10, 0 <v <4).
Esta formula nos permite encontrar a forma geral de um conjugado de um elemento a“b” de G:
(@'t)(a"b?) (a't)) "t = ai(1—3”)+u3jbv’
0 que, por sua vez, nos permite encontrar as classes de conjugacao de G. Sao elas 7 em numero:
C(l) = {1}7 c(a) = {a,a3,a4,a5,a9}, C(QQ) :C(a_l) = {(12,(167(1770/870,10}7

c(b) = {a"b}, c®®) ={a"b*}, () ={a"b’}, c(b*)={a"d"}, 0 <wu<10.

Questao 1 (b): Dada uma representacao p: K — GL(V) de K com caracter X, podemos obter
uma representacgao p: G — GL(V) pondo p(hk) = p(k). Como

(k) (WK)) = p(h(kB k" kK') = (k') = p(k)a(K') = p(hk)p(H'K')
p é de fato um homomorfismo. (Note que kh'k~! € H porque H < G.) Se x é o caracter de p, vale
x(hk) = tr(pnr) = tr(pr) = x(k). Mas K = (b) é ciclico de ordem 5, por isso suas representagoes
irredutives p; sao todas de grau 1, dadas por
[)i (b]) = Cijv
onde ( é raiz quinta primitiva da unidade (i.e., > = 1 e ¢ # 1). Obtemos assim cinco representacoes
de G, todas irredutiveis porque tém grau 1; como GG possui sete classes de conjugacao, a relacao:

7
55 = |G| =Y ni,
=1

onde n; é o grau da i-ésima representacao irredutivel de GG, nos permite deduzir que os dois graus
restantes, ng e n7, sao ambos iguais a 5.
Notando que |c(g)| = 11 se g = b, b?, b® ou b*, e usando a relagao
7

> Ix@)l? =G|/ |e(g)] (g€ @),

i=1
(veja Serre, p. 20), obtemos que xg e x7 sdo ambos nulos nas classes dos elementos citados. Assim,
ja podemos completar grande parte da tabela de caracteres de G:

c(l) cla) c(a®) c(b) c(d®) c(d*) c(b?)
X1 1 1 1 1 1 1 1
Xz | 1 1 1 q ¢? ¢ ¢t
xs | 1 1 1 ¢ ¢ ¢
xa| 11 ¢ ¢ ¢ ¢
X5 | 1 1 1 ¢t ¢ ¢ ¢
X6 | D « I6] 0 0 0 0
x7| 5 ~ 1) 0 0 0 0
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Usaremos as varias relagoes entre os caracteres irredutiveis para calcular «a, 8,4,. A equacao

7
Z Xi(g1)xi(g2) =0, (91,92 € G em classes de conjugagao distintas)
i=1

(veja Serre p. 20) nos diz, fazendo g; = a, go = a?, que
aty =-1=p+6;

a ortogonalidade de xg e x5, € de x7 e x5 nos dizem, respectivamente, que:

atf =-1=n~v+0;
logo @ = e B = —(14a) = . De posse destas, a comparagio das partes imaginérias de (xg | x¢) = 1
nos dé que Rea = —1/2; e a relagdo (x¢ | x7) nos dé entao que |0¢|2 = 3, ou seja,
1 v11
Y A
“T T

Como o sinal de Im v ndo importa (j4 que podemos permutar x¢ € x7), a tabela de caracteres é:

c(1) cla) c(@®) c(b) c(®) c(®®) <)
X1 1 1 1 1 1 1 1
xe | 1 1 1 ¢ ¢ ¢? ¢t
X3 | 1 1 1 ¢ ¢ ¢ ¢
Xa| 1 1 1 ¢ ¢ ¢t ¢?
X5 | 1 1 1 ¢t ¢ ¢? ¢
X6 ) a a 0 0 0 0
X7 5 a « 0 0 0 0

onde o = —% + z@
Questao 2: Uma questao parecida foi resolvida em aula.

Questao 3: Sejam A um dominio de ideais principais, (e;) a base canénica de A™ e N C A™ um
submédulo gerado por {f1,..., fn}.T Considere a matriz B cuja j-ésima coluna é a expressdo de f;
na base (e;). Entdo existem matrizes invertiveis P e @ tais que PBQ~! é diagonal:

d 0 ... 0
0 do ... 0
PBQ ! = L .
0 0 ... d,

Se fi =" _puifse€ =3 _ qjej, resulta que f; = d;é;. Desta relagio conclufmos que
A" A, @---@ Aé,
— = "~ A/(d]) D - D A/(dy);
em particular, A™/N possui |A/(dy)|---|A/(d,)| elementos. No nosso caso A = Zpz[xz], N = M,

2 +z+1 3 +1 4+ +1
B = Btttz 2t +1 Ptttz +1
B+ i+ +2 A |

e b operagoes elementares sobre as linhas de B, a saber,
Ly = Ly + La; Ly = Ly +aLy; Ly = Ly + (2% + 1) L;
=L+ (@ +a+ D e =i+ (e + )If,

TQualquer submédulo de A™ é um médulo livre sobre m < n geradores. Podemos supor que N é gerado por
exatamente n elementos porque podemos tomar fp,41 == fn, =0sem < n.
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nesta ordem,! transformam B na matriz diagonal

22 +r+1 0 0
D= 0 z+1 0
0 0 1

Da discussao acima resulta que
A3 A A

M@t D @t D)
(Note que suprimimos o termo A/(1) = (0).) Cada um dos dois médulos na decomposi¢do em soma
direta acima é irredutivel porque os polindémios nos denominadores sdo ambos irredutiveis. (Um
submédulo de A/(p(x)) tem a forma A/(g(z)), onde (p(z)) C (q(z)), i.e., q(z) | p(x).)

Como A/(p(x)) tem 29°8() clementos (isto s6 é verdade porque A = Z/z[z]!), concluimos que
M = A3/M; possui 8 = 4 - 2 elementos. Isto resolve os itens (a) e (b).

Questao 4 (a): Verdadeira. Comegamos provando o seguinte: Seja I um ideal de um anel noethe-
riano A. Entdo I é finitamente gerado. Suponha o contrério. Por inducdo, existem zy € I (k € N)
tais que

glk = (.%‘1,...7.%'k) gIk;Jrl = (x17...,$k+1) g ety
o que contradiz a hipétese de ser A noetheriano.

Agora seja D um dominio noetheriano, mas nao-principal. Seja I C D um ideal finitamente
gerado nao-principal; como todo ideal de D, I é um D-médulo. Suponha que I possa ser escrito
como soma direta de médulos do tipo D/(p¢) ou D, como no enunciado. Como para quaisquer
x € I e a € D nao-nulos vale ax # 0 (pois D é dominio), I nao possui torgido. Portanto, uma tal
soma direta ndo pode envolver qualquer termo do tipo D/(p®). Assim, I ~ D™ para algum n. Se
n = 1 entdo I seria principal, logo n > 2. Seja ¢: D™ — I um isomorfismo (de D-mdédulos), e sejam
x1 = p(e1), x2 = p(ez) (onde (e;) é a base canénica de D™). De (—x3)x1 + (1) z2 = 0 obtemos que

p(—z2e1 +x169) =0, logo —xoe1 +x169 =0,

pois € injetivo; por sua vez, a ultima relagao implica que x1 = x2 = 0, o que é absurdo. Concluimos
que I nao pode ser escrito como soma direta de D-moédulos ciclicos.

Questao 4 (b): Verdadeira. Seja p: G — GL(V) a representagao correspondente a y, dimV = n.
Entéo (pg)? = pg2 = I, portanto qualquer autovalor A de p, satisfaz A2 =1, ie, A = £1. Logo
Xg = tr(pg) é soma de 1s e —1s, sendo n termos ao todo. Assim: x4, € Z, —n < xg <nex,=n
(mod 2), j& que 1 = —1 (mod 2).}

Questao 4 (c): Verdadeira. Seja p: G — GL(V) a representagao de G correspondente a x e defina
uma nova representacao p: G — GL(V') por p = poa. Se Y é seu caracter, vale Xy = Xa(g), 1020
Xgo = 21 € Xg1 = 20. Além disto,

®13) = ﬁz Xao)|”

geG

|
=@Z|xg|2=<xlx>=17

geG

pois « é bijetivo. Concluimos portanto que x tem norma 1, ou seja, é irredutivel.

TH4 mais de um caminho para diagonalizar B por meio de operagoes elementares sobre suas linhas e colunas, mas
o resultado final deve ser D, a menos de uma permutacao das entradas diagonais.
Note que a hipdtese de ser x irredutivel nao era necessaria.



