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Questao | Valor | Nota | Revisao

1 2.5

2a 1.0

2b 1.0

3 2.5

4a, 1.0
4b 1.0

4c 1.0
Prova | 10.0

Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

e Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Considere o sistema linear 3 x 3:

3333z + 3333y + 3333z = a,
6666z + 6667y + 66682 = b,
9999z + 10000y + 10002z = c,

onde a, b e ¢ sao constantes.

Determine todos os valores de a, b e ¢ para os quais o sistema admite uma
Unica solucao e encontre esta solugao em funcgao de a, b e c.

Solucao:
Escalonando, o sistema acima ¢é equivalente a:
3333z 4 3333y + 3333z = a,

Y+ 2z =b— 2a,
Y+ 3z =c— 3a,

Tyt z  =a/3333,
y+2z =0b-2a,
z =(c—3a)—(b—2a)=c—b—a,

T4y =a/3333 — (c—b—a) = (3334/3333)a + b — c,
Yy =(b—2a)—2(c—b—a)=3b—2c,
z =c—b—a,
z = (3334/3333)a + b — ¢ — (3b — 2¢) = (3334/3333)a — 2b + ¢,
Y = 3b — 2c,
z =c—b—a,

Assim o sistema admite solucao tnica para quaisquer a, b e c.



2. Diga se cada uma das afirmacoes abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique
brevemente.

(a) Para quaisquer vetores u,v € R? temos

(u+v,u—2) = |uf* —|v>.

Solucgao:
A afirmacgao é verdadeira; vamos verificar isso usando a linearidade do
produto interno:
(u+v,u—0v) = (u,u) — (u,v) + (v,u) — (v,v)
= (u,u) — (v,v) = [u|* — [v]*.

(b) Todo sistema linear 2 x 3 admite pelo menos uma solugao.
Solucao:

A afirmacgao é falsa: vamos dar um contra-exemplo:

20 4+ 3y +4z =3,
dor 4+ 6y +82 =T.

Note que a segunda equagao menos duas vezes a primeira equacao da
0=1.



3. Seja Vi C R gerado pelos vetores (1,1,1,1,1), (0,1,2,3,4) e (0,0,1,3,6).
Seja V5 C R® o niicleo da matriz

10001
A=101 0 1 0
00100

Determine a dimensao de W = V; NV, e ache geradores para W.
Solucao:

Escalonando a matriz que tem por linhas os geradores de V; temos

11111 10 -1 -2 =3
012 3 4 — 01 2 3 4 —
00136 00 1 3 6
100 1 3
—- (0 1 0 -3 -8
001 3 6

donde o elemento geral de V; ¢é

(1]1, T2,x3,T1 — ?)ZEQ + 3%3, 31’1 — 81’2 + 6ZE3)

e Vj é definido pelas equagoes

5 = 3(131 - 8[['2 + 6ZE3.

{LE4 =T —3$2+31’3,

Por definicao de ntcleo, V5 é definido pelas equacoes

r| + Iy = 0,
To + Ty = 07
T3 = 0.

Assim, W = V; NV, é definido pelas equacoes

(xl + x5 =0,
Ta + x4 =0,

T3 =0,

—x1 4+ 3T9 — 3x3 + x4 =0,
{ —3z1 + 8x9 — 623 +x5 =0.



Devemos portanto escalonar a matriz

1 0 0 01 10 0 01
01 0 10 01 0 10
00100/ — Joo 1 00| —
~13 =310 03 -3 11
-3 8 —6 0 1 08 —6 0 4
10 0 0 1 100 0 1
01 0 1 0 010 1 0
—~foo 1 0o ol —- o001 0 0] -
00 -3 —2 1 000 -2 1
00 —6 —8 4 000 —8 4
1000 1
0100 1/2
—loo10 o0
0001 —1/2
0000 0

O sistema tem portanto quatro equacoes L. I. e sua solucao geral é
r1 = —T5, Ty = —5/2, 3 = 0, x4 = x5/2. Assim W tem dimensao 1 e o
vetor (—1,—1/2,0,1/2,1) gera W.



4. Os pontos
Pbo = (17 17 170)7 p1 = (17 _17 _170)7
P2 = (_17 17 _170>7 p3 = <_17 _17 170)

sao os vértices de um tetraedro regular de aresta a = 2v/2, isto é, a
distancia entre dois quaisquer pontos distintos ¢ igual a a:

|P0 —Pl\ = |p0 —pzf = \po —ps\ = ’pl —sz = ‘pl —p3\ = ’Pz —P3| = a.
(a) Encontre py € R* que esteja a uma distancia igual a a de pg, p1, p2, Ps:
[P0 — pal = |1 — pa| = |p2 — pa| = |p3 — pa| = a.
(b) Encontre ¢ € R* que seja equidistante de pg, p1, pa, P3, P4, isto é, tal que
lpo —ql = |pr —a| = |p2 —q| = |p3s — q| = |ps — q|.
(¢) Determine o valor de |py — ¢
Solucao:

Seja py = (w1, T2, x3,4). Temos

(1 — 1)+ (20 — 1)* + (23 — 1)* + 2 =8,
(21 = 1) + (22 +1)* + (23 + 1)> + 25 = 8,
(z1 + 12+ (29 — 1)* + (3 + 1)* + 22 =8,
(21 +1)* + (22 + 1) + (25 — 1) + 27 = 8.

. Escreva z? + 22 + 22 + 27 = s, expanda e passe as constantes para a
direita para obter

§ —2x1 — 219 — 223 = 5,

§ —2x1 + 229 + 223 = 5,

s+ 2x1 — 229 + 223 = 5,

s+ 2x1 + 2x9 — 223 = 5,
que tem solugao tinica s =5, 1 = 0, 15 = 0, z3 = 0. Assim 27 = 5 e temos
dois pontos p, que satisfazem o item (a): (0,0,0,v/5) e (0,0,0, —v/5). A
partir de agora tomaremos ps = (0,0,0,/5).

Seja q = (yla y27y37y4)a c= |p0 - Q|2»
§=wyi +ys +v5+yi—c=lq’> — |po — gql>. Temos

(i =1+ (= 1)+ (s — 1) +yi =¢,

=12+ e+ 1)+ (s +1)° +yi =c
(i +1)2+ -1+ (s + 1) +yi =c
i+ 12+ e+ 1)+ (ys —1)° +yi =c

yi+ys s+ (v — V5 =c



Novamente expandindo e passando as constantes para a direita temos

§—2y1 — 2y2 — 2y3 = -3,
S —2y1 + 2ys + 23 = -3,
S+ 2y1 — 2y2 + 2y3 = -3,
§+2y1 + 2y2 — 2y3 = =3,
5 —2V5yy = =5

que tem solucdo tinica § = —3, y; = yo = y3 = 0, y4 = v/5/5. Assim
q=(0,0,0,v/5/5), lg| = V/5/5 e |py — q| = 4v/5/5. Note que

lq]* — |po — q|* = 1/5 — 16/5 = —3, consistentemente com o valor de 3
obtido acima.



