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Serao contadas as quatro melhores questoes.

1. Seja (a,) uma seqiiéncia de niimeros reais.
2 = an 4
Prove que se ) _(a,)® converge entdo ) % também converge.

Solucgao:
Temos || < 1 ((a,)* + %) (desigualdade da média aritmética e
geométrica ou Cauchy-Schwartz). Como por hipdtese > (a,)? = L; < 400 e

i an Li+Lo A
como sabemos que ) -5 = Ly < 400 temos ) [%| < =722 donde a série
converge absolutamente.

2. Sejam N[v/2] = {a + bv/2; a,b € N} e Z[v2] = {a + bV?2; a,b € Z}.
Prove que (N[v2]) =0, (Z[v2])' = R.
Solucao:
Para todo M € N temos que se a +bv/2 € N[v/2] N (—oco, M) entdo a,b < M.
Assim, N[v/2] N (—o0, M) é finito (tem no maximo M? elementos) donde
N[v/2] nio tem pontos de acumulacdo em (—oo, M). Assim (N[v/2])' = 0.

Para cada m € Z seja n,, € Z o unico inteiro tal que

Pm = N +ma/2 € Z[v/2] N [0,1). Sabemos que v/2 ¢ Q donde os pontos p,,
sao todos distintos. Seja (my) uma seqiiéncia estritamente crescente de
naturais tal que (pn, ) seja convergente. Assim gy = [pm,,, — Pm,| ¢ uma
seqiiéncia de elementos positivos de Z[v/2] com limy, g; = 0.

Dado z € R e e > 0 seja k tal que 0 < ¢ < € e seja £ o menor inteiro tal que

lg, > x —e. Temos ({ — 1)qx < x — € donde lgr, <z — e+ g, < v+ €. Assim
lqr € (x — e, 2+ €) N Z[/2] # 0 concluindo a demonstracao.



3. Um conjunto K C R, K ## (), é dito perfeito se K' = K.
Seja X C R um conjunto nao enumeravel;
prove que existe um conjunto perfeito K # () com K C X'.

Solucgao:

Dizemos que x € R é ponto de condensa¢ao de X se para todo € > 0 o
conjunto (x — €,z + €) N X for ndo enumerdvel. Seja K o conjunto dos
pontos de condensacgao de X. Claramente K C X’: supondo X néo
enumeravel vamos provar que K é perfeito, resolvendo o problema.

Vamos primeiro provar que K # (). Como X é nao enumeravel, existe n tal
que [n,n 4+ 1] N X é nao enumeréavel; seja Iy = [n,n + 1]. Dado um intervalo
I = [a,b] tal que I N X é ndo enumeravel considere I_ = [a,c] e I, = [c, b]
onde ¢ = (a+b)/2: claramente pelo menos um dos conjuntos /- N X,

I, N X é nao enumeravel. Assim, podemos construir uma seqiiéncia (I,,) de
intervalos encaixados com |I,,| = 2= tal que I, N X é ndo enumeravel para
todo n. Seja x o unico elemento de (), I,: temos z € K.

Vamos agora provar que K nao tem pontos isolados. Considere x € K e

¢ > 0. Considere os intervalos Jo, = [x — 207" Ve x — 2(-n=2)¢],

Jons1 = [1 4+ 20 De x + 200" V¢] n € N. Deve existir n tal que J, N X
seja nao enumeravel pois caso contrario

(x—€/2,2+¢€¢/2)NX C |, (J, N X) seria enumeravel, contrariando a
hipotese de x ser ponto de condensacao de X. Pelo paragrafo anterior, o
conjunto nao enumeravel J, N X deve admitir um ponto de condensacao z:
temos T € (r — e,z +€) N K, T # x, completando a prova.



4. Dé exemplo de uma func¢ao uniformemente continua f : R — R tal que

limsup f(z) = +o0, liminf f(z) = —oc0.

T——+00 T—+00

Solucgao:
Defina
(0, z <0,
x, 0<x <1,
2—ux, 1<x <4,
-6+, 4<xr<9,
flx)=<12 —x, 9 <z <16,
—2k(2k 4+ 1) + , (2k)? <x < (2k+1)%,
2k +1)(2k+2) —z, (2k+1)2 <z < (2k+2)%
\

Claramente f é 1-Lipschitz donde uniformemente continua.



5. Seja X C R um conjunto enumeravel.
Mostre que existe f : R — R continua e estritamente crescente
tal que f(x) € Q para todo z € X.

Solucgao:

Suponha sem perda de generalidade que Q C X (do contrério tomamos
X UQ como o novo X). Vamos construir uma fungao f que seja
1-Lipschitz. Primeiro vamos provar a seguinte afirmacao.

Seja Yy um conjunto finito e fi : Y] — Q uma funcao estritamente crescente
e Ly-Lipschitz. Sejay € R, y ¢ Y1; seja Yo =Y, U{y}. Seja Ly > Ly. Entao
existe fy 1 Yo — Q estritamente crescente e Lo-Lipschitz com f1 = faly,.

O caso Y} = () é trivial. Suponha que y > g para todo 7 € Y7; seja y_ o
maior elemento de Y;. Basta definir f5(y) como qualquer racional no
intervalo (f1(y-), fi(y-) + La2(y — y-)). O caso em que y < y para todo

y € Y7 ¢ andlogo. Resta considerar o caso em que existem elementos de Y}
menores e maiores do que y. Sejam y_ = max Y; N (—o0,y),

y+ = minY; N (y,+00). Devemos definir fo(y) = z onde z € (z_,2,) N Q,

z_ = max{fi(y-), fi(y+) — La(y+ — )},
zy = min{ f1(yy), fily-) + La(y —y-) }.

As hipdteses sobre f; (estritamente crescente, L;-Lipschitz) garantem que
z_ < z,; a densidade de Q completa a prova da afirmagao.

Seja (x,) uma enumeracao de X; para cada n (em ordem) usamos a
afirmacao acima para definir f(x,) de tal forma que f restrita a
{xg,...,7,} seja estritamente crescente, (1 — 20-™)-Lipschitz e que leve
cada x,, em um racional. Temos agora uma funcao f: X — Q que é
estritamente crescente e 1-Lipschitz e portanto uniformemente continua. A
fungao f pode portanto ser estendida a R (o fecho de X') mantendo-se
estritamente crescente e 1-Lipschitz.



6. Seja f:[0,1] — R uma funcdo continua.
Mostre que existe um conjunto infinito ndo enumeravel X C [0, 1]
tal que f é mondtona em X.

Solucgao:

Se f for constante o problema ¢ trivial. Suponha sem perda de generalidade
que existam a < b com f(a) < f(b). Seja

X ={x€la,b] |V € [a,x), f(Z) < f(z)}.

Claramente f é estritamente crescente em X. Por outro lado para todo

y € [f(a), f(b)] seja x, = min[a, b] N f~1({y}); o teorema do valor
intermedidrio garante que o conjunto compacto [a,b] N f~*({y}) é nao vazio.
Por construgao z, € X e y # y implica x, # x5 donde X ¢é nao enumerdvel.



