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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
lc 2.0
2 2.0
3a 1.0
3b 1.0
Total 10.0
Instrucoes

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

Vocé tem direito a uma folha de consulta.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)
y'(t) —4y(t) =12t, y(0) =1, ¥'(0)=-3.

Solucao 1:

Vamos primeiro resolver a equagdo homogénea y; (t) — 4y, (t) = 0. A
equacao associada é A2 — 4 = 0 que tem raizes \; = 2, Ay = —2. Assim

yh(t) = Cl €2t + Cg 672t.

Vamos agora encontrar uma solucao particular pelo método dos
coeficientes a determinar: vejamos se existe uma solucao da forma
Yp(t) = at + b. Substituindo temos 0 — 4(at +b) = 12t ou

(12 4+ 4a)t + 4b = 0 donde a = —3, b = 0 e temos a solugao particular
yp(t) = —3t. Assim, a solugao geral é

y(t) = =3t + Cre* + Cye .

Temos y(0) =C; +Cy =1, ¢y (0) = =3+ 2C; —2Cy = —3 donde
Cy = Cy = 1/2 e portanto

1 1
y(t) = =3t + 3 e + 3 e 2.

Solucao 2:
Aplique a transformada de Laplace para obter

12
s?Y(5) — s+ 3 —4Y (s) = 2
donde 19 3
s
Y(s) = . .
(s) s2(s? —4) * s2—4 -4

Expandindo a primeira fracao em fragoes parciais temos

3 S
Y(s) = ——
(5) 32+s2—4

donde
y(t) = —3t + cosh 2¢.



Solucao:
Aplicando a transformada de Laplace temos

6771'8/2

s%Y (5) — s +4Y (s) = —4 .

donde
S 6—71'8/2

—14 :
s2+4 s(s2+4)

Y(s) =

Expandindo a segunda fracao em fragoes parciais temos

s 6—71'8/2 6—7r5/2

32+4+52+4_ S

Y(s)=
donde
y(t) = cos(2t) 4 ur2(t) cos(2(t — (7/2))) — Un/2(2)
= (1 — un/2(t)) cos(2t) — ur/a(t)

cos(2t), t<m/2
-1 t>m/2

Y



Solucgao:
Expandindo, temos ps(A\) = A% — 2\ —|— 1 = (X —1)? donde o tinico
autovalor é A = 1. Assim, se f(z) = e" e p(z) = ax + b temos

t—p(l)—a—i—be

f(A) = e! = p(A) = aA +bI desde 4 que f(1) -
=tel eb = (1—t)e’. Assim

/(1) =tet = p/(1) = a, ou seja, desde que a

A_ t . t o (]_+t)6t tet
=te’A+(1 t)eI_< St (1—t)et)

Temos y(t) = e4y(0) donde



2. Sabendo que
y'(t) —2y(t) =€, lim y(t) =0,

t—+o00

determine y(0).

Solucgao:

Vamos primeiro resolver a equagao. A solu¢ao homogeénea é y;,(t) = C e e

uma solugao particular (que pode facilmente ser obtida pelo método dos

coeficientes a determinar) é y, = —% e~'. Assim a solucao geral é

1
y(t) = -3 e '+ Ce™.

Como limy ;o y(t) = 0 devemos ter C' = 0 donde y(t) = —ze" e
y(0) = —3.



3. A seqliéncia (y,,) satisfaz

Yn42 = 2yn+1 + Yn, Yo = 07 h = L.

(a) Calcule y,.
(b) Calcule

lim Ynt1 .

n—-400 yn

Solucgao:

(a) A equagdo associada & recursao é a? — 2a — 1 = 0, com raizes
ar=14++v2eay=1—+2. Assimyn201(1+\/§)”+02(1—\/ﬁ)".
Substituindo, temos gy = C; +Cy = 0, y; = (1 +V2)C; + (1 — V2)Cy = 1
donde O = 1/(2v/2), Cy = —1/(2V/2) e

_ 0V - (- V)"
Yn = 92 .

(b) Substituindo,
Yni1 (1 + \/§>n+1 o (1 . \/i)n-‘rl

Yn (1+V2)" = (1= v2)

onde ¢ = (1 —v/2)/(1++/2), =1 < ¢ < 0. Assim,

n 1 - l n——+00 et
lim 27— (14 V2) kX C gy
n—oo  UYp 1-— llmnﬂ+oo c"



