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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
2 2.0
3 2.0
4a 1.0
4b 1.0
Total 10.0
Instrucoes

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

Vocé tem direito a uma folha de consulta.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva o problema de valor inicial abaixo:

(a)

yi = dY1 — Y2, yé =y +3y2, n(0)=1, 3(0)=1

Solugao:

Podemos escrever ¢y = Ay,
5 —1
=5
e y(t) = exp(tA) G), resta calcular exp(tA). Temos

pA()\)—det< - A_3) =M -8\ +16=(A—4)

donde exp(tA) = aA + bl desde que 4a + b = e*, a = te* donde
b= (1—4t)et e

i (1 1), v ()

ou



(b)

d=avrn a=(00 ) 0= (2) wo= (1)

Solugao:

A solugao da equag@o homogénea associada y;, = Ay, é
yn(t) = exp(tA)yo e verificamos facilmente que

exp(tA) = (

cost sent
—sent cost/’

Podemos encontrar uma solucao particular y, pelo método dos
coeficientes a determinar: vamos procurar uma solucao constante

yp(t) = (Z) Substituindo, temos y,(t) = <:é) Assim a solucao

geral é
(t) (-1 n cost sent )
Y = -3 —sent cost Yo,

2
No Nosso caso temos yy = (2) donde

(t) = -1 n cost sent 2\  (—1+2cost+2sent
YW =1_3 —sent cost) \2) \—=3+2cost—2sent)/ "’



2. Resolva o sistema de equagoes de diferencas abaixo:
an+1 = 7a/n + bn, bn+1 = ay —+ 7bn, ag — 1, bo = —1
Solucao:

Seja A = (I ;) Temos pa(\) = A2 — 14\ + 48 donde os autovalores de A
sao A1 = 6, \y = 8. Assim

n_ L8 +6m 86"
“2\8n -6 8 y6n)

an) _ 1 (8" +6" 8" —6" 1
b,) 2\8"—6" 8" +6") \—1

a, = 6", b, = —6"

Assim

ou



3. Considere os quatro diagramas de fase desenhados na proxima pagina.
Cada um deles mostra as curvas (y1(t), y2(t)) onde y = (y1,y2) s@o solugdes
da equacao iy’ = Ay para alguma matriz 2 x 2 real A. As quatro matrizes
encontram-se entre as oito opgoes abaixo.
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(h) (_13 _1)

Para cada um dos diagramas, identifique a matriz correspondente.






4. A funcao y : R — R? satisfaz a equagao diferencial y/(t) = Ay(t). Sabemos

que:

1. os autovalores de A sao +21;

200) = (g). v = (7).

Com estes dados, determine:
(a) a matriz A;

(b) a fungao y(t).

Solugao:

(a) Temos que y'(0) = Ay(0) donde

(1)=0)

e portanto

-

Assim 3+d=0¢ 3d —b=4 donde

3
=}

(b) Temos
y1(t) = c11 cos(2t) + 12 sen(2t),

donde
Y1 (t) = —2¢11 sen(2t) +2¢15 cos(2t),

e
y1(0) =cp =1,
yll(O) = 2012 = 3,
donde

y(t) = 3

3 b
1 d)°

—13
Yo(t) = ca1 cos(2t) + cag sen(2t)

Yo(t) = —2co1 sen(2t)+2c99 cos(2t)

y2(0) =91 = 0,
y;(O) = 2622 =1

1 (2 cos(2t) + 3sen(2t)) .

sen(2t)



