P3 de Equacoes diferenciais e de diferencas
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Questao | Valor | Nota | Revisao

1 2.5

2 2.5

3a 1.0
3b 1.0

3¢ 1.0

4a 1.0
4b 1.0
Total | 10.0

Instrucoes

e Nao ¢é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

Vocé tem direito a uma folha de consulta.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva o problema de valor inicial abaixo:
y'(t) = 5y () + 6y(t) =w(t) e, y(0)=0, ¥'(0)=1

Solugao:

Aplicando a transformada de Laplace aos dois lados da equacao:

$Y () = 1= 5sY (s) + 6V (s) = —

donde

1+ j:; 1 e ?
Yis) = GGG

T s2—5s5+6 (s —2)(s—3)
Vamos fazer a decomposicao em fragoes parciais:

1 A N B A(s—3)+ B(s—2)
(5—2)(s—3) s—2 s—3  (s—2)(s—3)

= A=-1,B=1.

1 C D E

(s —1)(s—2)(s—3) _3—1+s—2+s—3
C(s—2)(s—=3)+D(s—1)(s—3)+ E(s—1)(s —2)

(s—=1)(s—2)(s—3)
= (C=1/2D=-1,E=1/2.

Assim
—S

1 . 1 +le +1
s—2 s—3 2s—1 s—2 2s-—3

Y(s)=—
donde
1 1
y(t) = —e* + ¥ + 5 (t)e™! — ul(t)eZ(t_l) + 5 ul(t)e?)(t—l)

B {—62t+63t, tSl,

elel — (14 e 2)e? 4 223 ¢ > 1,



2. Resolva o problema de valor inicial abaixo:

y'(t) —y(t) =0(t—=1) = (e+e ") d(t—2)+d(t=3), y(0)=0, y'(0)=0.
Simplifique a resposta e calcule y(4).
Solugao:

Aplicando Laplace dos dois lados, temos
Y (s)—Y(s)=e*—(et+e e ® fe

donde
—s 6725 6735

Y(s) = _<€+e_1)s2—1+52—1

y(t) = uy(t) senh(t — 1) — (e + e 1) uy(t) senh(t — 2) + uz(t) senh(t — 3)

etfl _ 67t+1 et72 _ 67t+2 et—3 o 67t+3
= Ul(t> - (6 + €_l> Ug(t) + U3(t>
2 2 2
6tfl _ eftJrl et73 _ 67t+3
= (m(t) = ua(t)) " ~ (ualt) — ws(t) ——
0, t<1,

senh(t — 1), 1<t <2,
—senh(t —3), 2<t<3,
0, t>3

Em particular, y(4) = 0.



3. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao f. Calcule a transformada
de Laplace F' de cada uma destas funcoes.

(a) A fungao f tem o grafico abaixo:

Solucao:

Temos
f) =14+ ui()(=2(t = 1)) + ua(1)(2( — 2)) + us(t)

donde

1 2% 2e72 73
s



cost, 0<t< /2
7(t) = /
0, t>m/2.

Solugao:

Temos

J(t) = (1 = ugy2(t)) cos(t) = cos(t) + tr2(t) sen(t — 7/2)

donde P P
—TSs + —TS
F(s) = s ¢ _ste
1+s2 1452 1+ 52
© t
f(t) —/ e 2= cos(37) dr
0
Solucao:

Temos f = g * h, onde g(t) = e e h(t) = cos(3t). Assim,

1 S _ S
S+2s2+9 34252495+ 18




4. Em cada um dos itens abaixo é dada uma fungao F. Encontre f, a

transformada de Laplace inversa de F'.

(a)

Solugao:
Temos s* — 55 +4 = (s —1)(s + 1)(s — 2)(s + 2) donde podemos fazer

a decomposicao em fracoes parciais

-8 _ A B C D
s*—5s24+4 s—1 s+1 s—2 s+2’

F(s) =

resolvendo temos A =1/2, B=-1/2,C=1,D = —1:

1 1 1 1
F(s) = . .
)= 56— "3 Tso2 st2
donde
et et
f(t) = R +e* — 7% = senht + 2senh 2t.
(b) ,
F p—g

)= oy
Solugao:
Pela tabela,

t362t
ft) =




