P1 de Equacoes diferenciais e de diferencas
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Nome: Matricula:
Assinatura: Turmas

Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.5
1b 2.5
lc 2.5
2a 2.5
2b 2.5
3a 1.0
3b 1.5
Total | 10.0
Instrucoes

e Nao ¢é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

Vocé tem direito a uma folha de consulta.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva dois dentre os trés problemas de valor inicial abaixo, isto é,
encontre a fungdo y(z) que satisfaz a equacao diferencial e as condigoes
iniciais dadas.

(a)

y =" y(0) = 1.
Solucao:
Reescreva a equacao como

d
Y _ e’e?

dx

donde a equagao tem variaveis separaveis:

/e_ydy = /exdx

—eV+C=¢"

ou

ou

y=—1In(C —¢€").

Substituindo as condigoes iniciais temos

y=—In(1+e*—e").



y —2zy ==z, y(0)=0.

Solucgao:
A equagao é linear. Vamos primeiro resolver a equagao homogénea
associada:

Y — 22y, =0
ou
% =2z
dr Yn
ou

/%:/Qxd:c
Yn,

ou (podemos omitir a constante de integragao pois sé precisamos por
enquanto de uma solu¢do nao trivial)

In |ys| = z?

ou

22

Yn =€
Precisamos agora de uma solugao particular. E natural conjecturar que
exista uma solucao polinomial de grau 1: y = axz + b, ¥’ = a, donde
devemos ter a — 2z(ax + b) = x, o que claramente é satisfeito para
a=0,b=—1/2. Assim a solucdo geral é y = —1/2 + Ce®".
Substituindo as condigoes iniciais temos




y'—6y +10y =", y(0)=y'(0)=0.

Solucgao:
Vamos primeiro resolver a equagao homogénea associada:
A2 — 6\ + 10 = 0 tem raizes A = 3 & ¢ donde

Yp = C1e3® cos x + Cye®® sen 1.

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
y = Ce~". De fato, substituindo temos 17C'e " = ¢~* donde C' = 1/17
e a solucao geral é

y e % 4+ C1e* cosx + Che* sen

TT

1
y=——ce "+ 3C1e% cosx — Cre’® sen x + 3053 sen x + Cye® cos .

17

Temos y(0) = 1/17+ Cy =0 e y'(0) = —1/17 4 3C, + Cy = 0 donde
Cy=—1/1Te Cy = 4/17. Assim

1 _ 1 .
y=-—e%——e*cosr+ — e senzx.

17 17 17



2. Resolva uma das duas equacgoes de diferencas abaixo.

n
y” E’ yl E (n >— )

Yn4+1 —
(Dica: pode ajudar calcular y,, n =1,2,...,5; lembre-se que a sua
resposta deve ser justificada.)
Solucgao:

Uma simples aplicacao da recursao da
N = 3a Y2 = 77 Ys = ]-17 Yy = 157 Ys = 19

donde ¢é natural conjecturar que y,, = 4n — 1. Vamos verificar que esta
resposta esta correta substituindo na equacao: y,+1 = 4n + 3,

n+1 n+1
Y1 — —— Yp=4n+3 — —— (dn—1)
n n

n(dn+3) — (n+1)(4n — 1)
n

An? +3n—4n’+n—4n+1
n

9

1
n

o que demonstra que a formula esta correta.



Yn+2 — 2yn+1 - Syn = ]-7 Yo = anl =1

Solucgao:
Vamos primeiro resolver a equacao homogénea: A* — 2\ — 3 = 0 tem
raizes \; = —1, Ay = 3, donde a solugao homogénea é

Un = C1(—1)" + C23™.

E natural conjecturar que exista uma solucao particular constante:
substituindo y, = C obtemos —4C =1 donde C' = —1/4. Assim a
solugao geral da equacgao é

1 n n

Yn = _Z + Cl(—1> + 023 .

Substituindo as condigoes iniciais temos yo = —1/4+C; + Cy =0 e
y1=—1/4—C1+3Cy =1 donde C; = —1/8, Cy = 3/8 donde

1 1 3

h=—= — = (=1)"+ 23",



3. Sabemos que as fungoes y; () = cosz + €* e ya(x) = cosz — e~ * s@o

solugoes da equacao diferencial linear
Y + a(z)y = b(z).
(a) Encontre uma solugao nao trivial da equagdo homogénea associada
Y +a(z)yn = 0.
(b) Resolva o problema de valor inicial
y +alz)y=b(z), y(0)=1

Solucao:

Para o item (a), basta observar que a diferenga entre duas solugoes da
equacao ¢ uma solucao da equacao homogeénea associada:

xT

Yh=1y1 — Yo =¢€"+e ".
Assim, a solugao geral é
y=1vy1+ Cy,=cosz+e" + C(e®+e ).

donde y(0) = 2 + 2C Para o item (b), basta resolver 2 4+ 2C' = 1 que d4d
C=-1/2:

et —e T

Y = CcosT + 5



