P3 de Equacoes diferenciais e de diferencas
MAT 1154 — 2006.1
Data: 24 de junho de 2006

Nome: Matricula:
Assinatura: Turma:

Questao | Valor | Nota | Revisao
1 3.0
2a 0.8
2b 0.8
2c 0.7
2d 0.7
3a 1.0
3b 1.0
4a, 1.0
4b 1.0
Total 10.0
Instrucoes

Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

Vocé tem direito a uma folha de consulta.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva o problema de valor inicial abaixo:

y'(t) + 4y (t) + 5y(t) = f(1), y(0)=0, y'(0)=1

onde f tem o grafico abaixo:

Solugao: Temos f(t) =1 —1t/2 + uy(t)(t — 2)/2. Assim, aplicando a
transformada de Laplace dos dois lados temos
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donde
o 1 1 2

TGPl (542241 225122 +1) 2 ((s+ 224 0)

Vamos fazer a decomposicao em fragoes parciais:

1 A B(s+2)+C
s((s+2)2+1) s (s+2)2+1
_ A(s*4+4s+5)+ B(s*+2s) + Cs
s((s+2)*+1)
(A+ B)s*+ (4A+2B+ C)s+5HA
s((s+2)2+1)

donde A =1/5, B=—-1/5,C = —-2/5:

1 11 5+ 2 2
s((s+2)2+1) _5<5_ (s+2)2+1 (s+2)2+1)'

Temos ainda:

1 D E  F(s+2)+G
ST T Gyt

s2((s+2)2+1) s s (s+2)2+1



D(s3 + 4s* 4+ 5s) + E(s* + 4s + 5) + F(s® + 25%) + Gs?
$2((s+2)2+1)

(D+ F)s*+ (4D + E+2F + G)s* + (5D + 4E)s + 5E
s2((s+2)2+1)

donde E = 1/5, D = —4/25, F = 4/25, G = 3/25:

1 1 <_4 5 4(s+2) 3 )

s 32+(s+2)2+1+(s+2)2+1

$2((s+2)2+1) 25

Assim,
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donde

1
y(t) = =0 (14 — 5t — 14e * cos(t) + 27e * sen(t)

+ug(t) (-4 +5(—2)+ 46722 cos(t — 2) + 3e 2D sen(t — 2)) )



2. Considere o problema de valor inicial abaixo:
y'(t) — (4% = 2)y(t) =0, y(0)=1, ¥'(0)=0.
Considere ainda a expansao em série de poténcias da solucao:
Y = ag+ art + agt® +ast® + - Fat" + .

(a) Encontre uma equagao de diferengas relacionando os coeficientes a,,.
(b) Encontre a,, para n < 12.

¢) A partir dos valores para a,, encontrados no item anterior, faca uma
p G
conjectura para o valor de a,, (em funcao de n). Verifique a sua
conjectura usando a equagao de diferengas do item (a).

d) Identifique a funcao y (isto é, dé uma féormula explicita e elementar
Gao y
para y em fungao de t).

Solucgao:
(a) Temos
y" = 2ay + 6azt + 12a4t> + -+ (n+ 1)(n + 2)ap4ot™ + -+ -,
2y =agt? + -+ + apot” + -,
donde

0=1vy" — (4t* — 2)y = (2a3 + 2a¢) + (6as + 2a,)t + (12a4 + 2ay — 4ao)t*+
o+ ((n+ 1) (n+2)anse + 2a, — 4ap o)t" + -

e portanto ag =1, a1 =0, as = —1, a3 =0 e, paran > 2,
(n+1)(n+ 2)apy2 + 2a, — 4a, 2 =0 (%)
ou
—2a,, + 4a,_9
Gpio = .
P+ )+ 2)

(b) Da equacgao segue imediatamente que a, = 0 para n impar;
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ar = — = —. A = = — =
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2 4 2 4
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7-8 24 9-10 120

(c) E natural conjecturar que as, = (—1)"™/m/!; a férmula vale para m < 5.
Vamos substituir esta expressao na equacao (x):

(™D
(m 1 2

ey

(2m +1)(2m + 2) — T =



U™ o 1) (2m + 2) — 2m + 1) — dm(m + 1)) =

" (m+ 1)
(=™t 5
:7(4m +6m+2—-—2m—2—4m —4m)=0.
(m+1)!
Assim a férmula estd correta.
(d) Temos
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3. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao F. Encontre f, a
transformada de Laplace inversa de F'.

(a)

Solucao:

Temos
1 A B C

s3 —4s :§+s—2+s+2;
expandindo e substituindo s =0, s =2 e s = —2 obtemos A = —1/4,
B =(C =1/8 donde

F(s) =

Solucgao:
Pela tabela,



4. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao f. Calcule a transformada
de Laplace F' de cada uma destas fungoes.

(a)
ft) = /0 (t —7)3 sen(27) dr

Solucao:
Temos f = g h onde g(t) = t3 e h(t) = sen(2t). Assim

6 2
(v) 2
f)=11-1t7
Solucgao:
Temos
1—-¢t%, t<1
t) = ’ -
uv {ﬁ—l,t>1
ou

f@) =1 +u ()27 =2) =1 - +u (1) (2t — 1) +4(t — 1))

donde ) 5 A A
e ® e ®

Fls)=-— — 4+ — )

(5) s s + 53 52




