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la 2.0
1b 2.0
2 2.0
3a 2.0
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Instrucoes

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo, isto é, encontre a fungao y(x)
que satisfaz a equacao diferencial e as condigoes iniciais dadas.
(a)
y 1
r+1 x+1’

Yy + y(0) =0.

Solucgao:

Vamos primeiro resolver a equagao homogénea associada
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Yn z+1
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separando variaveis:

Yn =

A solucao particular y, = 1 pode ser facilmente encontrada por
inspecao. Alternativamente, por variacao dos parametros:

yp = 2z/(x + 1) implica 2'/(x + 1) = 1/(z + 1) donde 2’ = 1 donde
podemos tomar z = x 4+ 1 o que implica y, = 1. De qualquer forma, a
solucao geral é

C z+1+C
r+1 41
Substituindo z = 0 e y = 0 obtemos C' = —1 donde

y=1+




(b)

Y +xy* =2y%, y(0)=1.

Solucgao:

Reescreva a equagao como y' = (2 — z)y? e faca separagao de varidveis:

[i#= e
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Y= 2 420

Substituindo x =0 e y = 1 temos C' = —1 donde

2

y:x2—4x—|—2'



2. Resolva a equacao de diferencas abaixo:
Ynt2 =M1 +4yn =1, Y0 =2, yi=3

Solucgao:

A equacao associada A2 — 4\ + 4 = 0 tem raiz dupla A = 2 donde a solucao
da equagao homogeénea associada é C72" + Con2".

E natural conjecturar que exista uma solucao particular constante y,, = C'.
Substituindo na equagao temos C' — 4C' + 4C' = 1 donde de fato y, =1 ¢é
solucao. Assim a solucao geral é

e substituindo obtemos C; = 1, C5;, = 0 donde

Yp = 142",



3. Seja yp a solucao do problema de valor inicial
y' +by +4y=0, y0)=0, ¢ (0)=1
onde b > 0 é um parametro real.

(a) Calcule yp, separando em casos se necessario.

(b) Determine para quais valores de b vale a condigao

lim e“yy(z) = 0.

T—+00
Solucgao:
(a) A equagdo associada A\? 4+ b\ + 4 = 0 tem raizes

bV —16

A
2

E conveniente separar em trés casos.

b > 4: raizes reais distintas

Sejam
—b—Vb?*—16 —b+Vb? — 16
A= <Ay = .
2 2
A solucdo geral é y = CieM® + Che??® e as condicoes iniciais dao
1 Aoz Az
= ——— (""" —e¢
Yo 72— 16 ( )
1 —b+vb*>— 16 —b— Vb —16
= —— |exp T | —exp x) .
> — 16 2 2
b = 4: raiz real dupla
Temos que A = —2 é raiz dupla donde a solucao geral é

y = Cre 2 + Cyz e~ ?*. As condicoes iniciais dao
Yy, = e 2.
0 < b < 4: raizes complexas conjugadas

Seja a = —b/2, = /16 — b?/2. As raizes sao a £ (i donde a solugao geral
é
y = C1e*® cos(fx) + Cae™® sen(fz)

e as condigoes iniciais implicam que

_l ax (ﬁ )_ 2 —bx/2 V16_b2
Yp = /86 sen{or) = 7m6 Sen 72 X |.



(b)

No caso b > 4 temos

T, 1 Ao+l (M+Dz
(¢ e )

(& —=
S/ T
que claramente tende a 0 se e somente se Ay + 1 < 0, i.e.,

_b+m<_1
2
—b+ Vb2 —16 < —2
VB2 =16 <b—2
b —16 < b* —4b+4
4b < 20
b<b

No caso b = 4 temos e”y, = xe™* que claramente tende a 0.
No caso 0 < b < 4 temos
= P 2 o <7Vm—b2 x)
V16 — b2 2
que claramente tende a zero se e somente se 1 —b/2 < 0, i.e., para b > 2.

Concluindo, a condicao vale precisamente para 2 < b < 5.



