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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
2 2.0
3 2.0
4a 1.0
4b 1.0
Total 10.0
Instrucoes

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

e Vocé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)

y-ay=u. a=(§ ). o= (G50) vo= (7)),

Solucgao:
Os autovalores de A sdo A\ = 2 e Ay = 4 donde e = oy A + 3,1 onde
4o + By = e e 204 + B = e donde o = (et — e?) /2 e B = 2 — et

e portanto
A 1 <€4t 42t et €2t>

o \edt o2t oAty o2

Alternativamente, podemos calcular os autovetores v; = (1, —1) e
vy = (1,1) e escrever a solugao da equa¢ao homogénea como

yu(t) = Cre* (_11) + Chet G) )

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma

Csel + Che™t
yp(t) = <Czet + C;le_t>

o que da

)= An0 = (e ea T e ) = (70

donde C3 = Cy = C5 = —1/3, Cs = 1/3. Assim a solugao geral é

() = e~y (L)) et - e ).

Assim y,(0) = (C; —1/3)(1,-1) 4+ (Cy — 1/3)(1,1) = (—1,1) donde
C1=-2/3e(Cy=1/3. Assim

(¢ (‘f) w0 ()
(e‘“ + 26% )

y(t) =

1
3
1
I



=4y — e, vh =4y + 4y, 11(0) =1, 12(0) =0.

Solucgao:

Escreva o sistema como y’ = Ay onde

4 —1
=67
tem autovalores complexos conjugados 4 £ 2i. Assim e = oy A + B,

onde (4 + 2@) + 6 =et cos(2t) + jett sen(2t) donde
4oy + By = et cos(2t) e 20y = et sen(2t) e portanto

A ar [ cos(2t)  —sen(2t)/2
© = <2sen(2t) cos(2t) )

e portanto
_ _tA _ar [ cos(2t)
y(0) = (o) = o (St

y1(t) = e* cos(2t), yo(t) = 2e* sen(2t).

ou



2. Resolva o sistema de equacoes de diferencas abaixo:

Ant1 :6an—bn—i—1, bn+1 :an—|—4bn—i—1, QAo :0, bo = 0.

Solucgao:

Escreva

1 an, 6 —1
yn—‘rl_AYHZ(l)? YR:(bn)7 A:(l 4)

A matriz A tem autovalor duplo A = 5 donde A" = «,, A + 3, onde
S5a+ [ =5" a=nd""! donde

An:5n,1 (5+n —nN >

n 5—n

E natural conjecturar que o sistema admita solucao particular constante e
uma conta facil dd a soluc¢ao particular (—1/4,—1/4). Assim a solucao geral

1 /1 o1 [(D+n —n C1
et (1) (05 ) 6

e como y(0) = 0 temos ¢; = ¢o = 1/4 donde

151 -l




3. Considere os seis diagramas de fase desenhados na préxima pagina. Cada
um deles mostra as curvas (y1(t), y2(t)) onde y = (y1, y2) sdo solucoes da
equacao y’ = Ay para alguma matriz 2 x 2 real A. As seis matrizes
encontram-se entre as oito opgoes abaixo.

(52

Para cada um dos diagramas, identifique a matriz correspondente.
Solucao:

A correspondéncia correta é, lendo as figuras por linhas: g, h; e, ¢; b, f.
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4. Para cada uma das matrizes M abaixo, diga se existe uma matriz real A
com e = M. Se existir, dé um exemplo. Se ndo existir, justifique.

(a)
M = (3 :?) :

A matriz M tem autovalor duplo A = 1; podemos tomar A = In(M) o
que, pelo calculo funcional, da

2 =2
e (2

Solucao:

Solucao:
A matriz M tem autovalores complexos conjugados \; =7, Ay = —1.
Temos exp(£mi/2) = +i donde podemos tomar In(+i) = £7i/2 e

A=In(M) = (7/2)M ou
A= (7?(/)2 _76/2) '

(Esta nao é a tnica solugao; também podemos tomar

A= 2kr+ (n/2)M, keZ)



