P3 de Equacoes diferenciais e de diferencas

MAT 1154 — 2006.2
Data: 25 de novembro de 2006

Nome: GABARITO Matricula:
Assinatura: Turma:

Questao | Valor | Nota | Revisao
1 3.0
2a 1.2
2b 1.2
2c 0.6
3a 1.0
3b 1.0
4a, 1.0
4b 1.0
Total 10.0
Instrucoes

e Nao ¢ permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a ldapis ou a caneta.

e Voce nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva o problema de valor inicial abaixo:

y'() +4y(t) = f(t), y(0)=1, y'(0)=0

£t) = {sent, 0<t<n

onde

0, t>m.

Solucao:

Note que f(t) = sent + u,(t)sen(t — 7). Aplicando a transformada de
Laplace temos

1 6—7'('8
Y —s+4Y =
TrTeT 211211
donde . .
ele'S
Y = :
5244 (S+52+1 +52+1)
Temos
1 11 1 2
(s2+1)(s24+4) 3s2+1 65244
donde
s N 1 2 N e 2e" TS
s2+4  3(s?+1) 6(s2+4) 3(s2+1) 6(s>+4)
e portanto

y = cos(2t) + % sen(t) — %sen(Qt) + u, (1) (% sen(t —m) — ésen(Q(t - W)))

B {COS(%) + gsen(t) — gsen(2t), 0<t<m,

cos(2t) — & sen(2t), t>m.



2. Considere o problema de valor inicial abaixo:

1

12 y(0)=1, ¢'(0)=0.

y'(8) + (1 + %)y (t)
Considere ainda a expansao em série de poténcias da solucao:
y=ay+at+ast? +astd+ - Fat" +---.

(a) Encontre uma equagao de diferengas relacionando os coeficientes a,,.
(b) Encontre a,, para n < 12.

(c) Diga se o ponto t = 0 é ponto de minimo local de y.
Solucao:

(a; primeira opgao) Temos
Y = 2ay + 6ast + 12a4t> + -+ (n + 1) (n + 2)apot™ + -+,

2y = agt? + -+ ap_ot" + -,

1_t2=1+t2+t4+t6+t8+---

donde

Y + (14 13y = (2a3 + ao) + (6as + a1)t + (12a4 + ay + ao)t*+
o (1) (n+2)ants + ap + apo)t" + -

e portanto ag = 1, a1 = ay, = a3 =0 e, paran > 2,

1, n par,
(n + 1)(77, + 2)a'n+2 + a, + ap—o = { lf)
0, m impar.

(a; segunda opcao) Reescreva a equacao do enunciado como
(1=8)y" (1) + (1= t)y(t) = 1.
Temos
t2y" = 2a9t® + 6ast® + 12a4t" + - -+ n(n — D)ant" + - - -,
ty = apt" + art’ + -+ apat" + -
donde

(1—1)y"(t) + (1 — tYy(t) = (2a2 + ag) + (6az + a;)t+
—|— (12(14 — 2&2 + (IQ)t2 + (20@5 — 6(13 —f- a3>t3+
+ (30&6 — 12&4 +ay — ag)t4 + -



e portanto ag =1, a1 = ay = a3 = a4 = a5 =0 e, paran > 4,

(n+1)(n+2)ans2 —n(n — 1)ay, + a, — an—q4 = 0. (1)

(b) Do item (a) segue imediatamente que a,, = 0 para n fmpar. Aplicando
uma das equagoes do item (a) temos

1 29 319
=300 BT 16807 M0 T 30240

(¢) Sim, y(0) = 1 é ponto de minimo local, pois para ¢t préximo de 0 temos
y(t) =~ 1+19/30 > 1.



3. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao F. Encontre f, a
transformada de Laplace inversa de F'.
(a)
s—1

F(s) = $3 — 652+ 13s

Solucao:
Aplicando fragoes parciais, temos

A B(s—=3)+2C
s (s —3)2+22

F(s)

e resolvendo encontramos A = —1/13, B =1/13, C'=5/13 donde

IR S " D s
ft) = E + 73¢ cos(2t) + 13¢ sen(2t).
(v S
F =
()= oy
Solucgao:
Temos ( 2) 12 . 5
§s—2)+
F p— p—
O =Ty T T ooy

donde

€2tt2 N 62tt3
2 3




4. Em cada um dos itens abaixo é dada uma funcao f. Calcule a transformada
de Laplace F' de cada uma destas fungoes.

(a)
f@t) = [t =1

Solucgao:
Temos f(t) =1 —1t+ 2uy(t)(t — 1) donde
1 1 2e°
F(s)==>— =+ —

s 52 s2

(b) A fungao f tem o grafico abaixo:

Solucao:
Temos f(t) = uy(t)(1 — (t — 1)) + us(t)(1 + (¢t — 3)) donde

e~ s 6—38 6—35

F = - .
(5) S 52+ S +s2




