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Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou caneta preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voce nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)
y'(t) + 4y (1) +8y(t) =7, y(0)=1, y'(0)=0.

Primeira solugao:

A equacao algébrica associada A\? 4+ 4\ + 8 = 0 tem rafzes complexas
conjugadas —2 + 2¢ donde a solucao da equagao homogénea associada é
yn = Cre2 cos(2t) + Che 2 sen(2t). E natural conjecturar que exista
uma solugao particular da forma y,(t) = Cse~?'. De fato, substituindo
temos

Yy (8) + 4y (1) + 8yp(t) = (4 =8 +8)Ce > = ™

o que d4 uma solugao para C3 = 1/4. Assim a solugao geral é

1
y(t) = ge7" + Cre™™ cos(2t) + Coe ™ sen(21)

oqueddy(0)=1/44+C; =1donde C; =3/4 ¢
y'(0) = —1/2 —3/2+2Cy = 0 donde Cy = 1. Assim

1 3
y(t) = 167% + Zefzt cos(2t) + e ' sen(2t).

Segunda solucgao:

Aplicando a transformada de Laplace aos dois lados da equagao temos

1
Y —s+4sY —4+8Y =
s+ 2
donde
1 1
Y=—— 4
(s+2)2 422 <8+ +s+2)
B 2+ 6s+9
(s +2)((s+2)2+22)
1 1 3 5+ 2 2
== + - +
4542 4 (s+2)22+22 (s+2)2+22
donde

1 3
Ze % 16_% cos(2t) + e 2 sen(2t).

y(t) =



Solucgao:
O lado direito da equacao pode ser escrito como
sen(t) + ur(t) sen(t — ). Assim, aplicando a transformada de Laplace

temos
1 e s

32+1+32—|—1

sQY—§—2sY+1+Y=

donde
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C(s—1)2\2 241 s241

L os (111 1 s
= — e _— — —_
2 5241 2s—1 2 (s—=1)2 2s2+1

(cost + ur(t) (=" 4 (t — m)e"™ + cos(t — 7))



()

v -0 -, a=(7 3. w0=("). wo=(}).

Solucgao:

Os autovalores de A sao A\; = 2 e Ay = 4 correspondentes aos
autovetores v; = (1,—1) e v = (1,1). Assim a solucao da equagao
homogénea associada é

yn(t) = Cre* (_11) + Coett G) :
E natural conjecturar que haja uma solugao da forma
[ Cst+Cy
y(t) = (0575 - 06> ’

substituindo verificamos que isto de fato ocorre para C5 = —1/2,
Cy=—1/4,C5 =1/2, Cs = 1/4 donde a solugao geral é

1241 o[ 1 u (1
ylt) =3 (—Qt _ 1> +Ce <-1> + Coe (1) :

Substituindo obtemos C; = 1/4 e C5 = 1 donde

1241 1, (1 w1



2. Sabendo que

1

Y0 () + L+t = . y0) =1, ¥(0) =0,

determine y* (0) para k = 2,3,4,5,6.
Solucgao:

Escreva
y(t) = ag + art + agt> + - + aptt + - -

onde a, = y*(0)/k!; temos ag = 1, a; =0 ¢
y'(t) = 2ay + 6ast + 12a4t* + 20a5t> + 30agt* + - - -

ty' (t) = art + 2a9t® + 3azt® + dagt* + - -
t*y(t) = aot® + art® + agt* + - - -

€ Como 1
—1+t2 4+t
il e A
temos
2@2 +a0 =1
6&3 — aq “+a; =0
12&4 —2(12 +aq + ag =1
20@5 —3a3 +asz + a; =0
30@6 —4CL4 “+ay + ao =1

donde as = a3 = a4 = a; =0 e ag = 1/30. Assim

y2(0) = y@(0) =y (0) = y®(0) =0, y©(0) =24



3. A seqiiéncia (y,) satisfaz
Yn+2 = BYnt1 — Yo, Yo =1, lim z, =0.

Determine y,,.
Solucgao:
As rafzes de A2 — 3\ + 1 =0 sao

A solugao geral da equagao é
Yn = C1AT + Co 7.
Noteque2<\/5<3donde0<)\1<1e)\2>1donde

lim AY =0, lim A} =400
n—-4o0o n—-4o0o

assim a condigao
lim y, =0

n—-+4o00
implica que Cy = 0. Assim
Yn = Cl)\?

e como Yo = 1 temos C; = 1. Assim




