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Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta. Nao use caneta
vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo, isto é, encontre a funcao y(x)
que satisfaz a equacao diferencial e as condicgoes iniciais dadas.

(a)

Solucao:

Reescreva a equacao como
dx ey

/eydy—/a;e dx

e/ =(x—-1)e"+C
y=In((z —1)e" + C)

donde

e como y(0) = 0 temos C' = 2, ou seja,

y=1In((x —1)e” + 2).



2z
1+ 22

y + y=1, y(0)=0.

Solucgao:

Esta é uma equacao linear. Vamos resolver primeiro a equagao
homogénea associada

;o 2 _0
yh 1 _'_ x2 yh - .
Temos
dyn 2
de 1+ 22 Yn

dyn 2xdx

un _/ 1+ 2?2
In(yy) = —In(1 + z?)
1

14 a2

Yn

Fagamos agora a substituicdo y = y,z para obter y,z’ = 1 donde
2 =1+2% z=12+2%/3 e a solucao geral é

O +3zx+2°
3+ 322

Como y(0) = 0 temos
Bz +ad

Y= 3 32



y'+6y +9y=1, y(0)=0, y(0)=1.

Solucgao:
A equacao associada A% 4+ 6\ + 9 = 0 tem raiz dupla A = —3.

E natural conjecturar que exista uma solucao particular constante
y, = C. Substituindo na equagao verificamos que de fato y, = 1/9
satisfaz a equacao donde a solucao geral é

1
y(x) = 9 + Cre ™ + Cyz e,

y'(z) = =3C1e™% + Cy(—3x + 1) e

Temos y(0) =1/9+ C; =0 e y'(0) = —3C; + Cy = 1 donde C; = —1/9
e Cy =2/3. Assim

1+ (6 —1)e™3"
5 :

y(r) =



2. Resolva a equacao de diferencas abaixo:

Yns1 — A%y = 20 gy = 0.

Solucgao:

Considere a equagao homogénea associada ,.+1 = 4"¢,. Temos

~ ~ nn=1) _ - ~ ~
G = A= D+ H1H0g — 4 = o = 2"~y donde uma solucio da equacao
homogénea associada é ¢, = on®=n

Facamos a substituicao y, = 2”2_”zn donde 9,11 = 2”2+”zn+1 e portanto
Znal — Zpn = 27" 0U Zpy1 = 2, + 27", Ou
2y =270 4 27 1 90 4 g = (2 - 2771 4 25 que admite a solucdo

2, = —2=") que corresponde a y, = —gn®=2ntl

Assim a solucao geral ¢ y,, = 2(n=1? (C2"=Y —1). A condicdo inicial o = 0
mostra que C' = 2 donde

Yo = 200707 (27 — 1),



3. Sejam
ypa(®) = =2, ypa(2) =2, ypa(r) = cos(x).

(a) Diga se existe uma EDO linear de primeira ordem

Y (z) + a(z)y(z) = b(z)

que admita y, 1, Yp2 € Yp3 como solugoes.

(b) Dé um exemplo de uma EDO de primeira ordem

y'(z) = F(z,y(x))
nao necessariamente linear) que admita v, 1, ¥,2 € Y, 3 como solucoes.
p7 p? p7

Solucgao:

(a) Nao. De fato, substituindo as duas primeiras fungoes na equagao temos
—2a(z) = 2a(x) = b(z) donde a(z) = b(xz) = 0. Entretanto, a terceira
fungao nao ¢ solucao de y'(z) = 0.

(b) Devemos ter
F(z,—-2)=F(z,2) =0, F(x,cos(x)) = —sen(x).

As duas primeiras equagoes sao satisfeitas se F'(z,y) = (y+2)(y — 2)G(z,y)
(onde G deve ser suave). A terceira equagao vira

F(z,cos(z)) = (cos(x) + 2)(cos(z) — 2)G(x, cos(z)) = —sen(x)

ou G(z,cos(z)) = —sen(z)/((cos(x) + ?)( os(z) — 2)). Basta assim tomar

G(x,y) = —sen(x)/((cos(x) + 2)(cos(x) — 2)) ou

(y +2)(y — 2) sen(x)
(cos(z) 4 2)(cos(z) — 2)°

Yy =F(r,y)=—



