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Lista

1. Considere a equação de diferenças abaixo:

ak+2 = 5ak+1 − 6ak, a0 = 0, a1 = 1.

(a) Calcule y = a0 + a1x + · · · + akx
k + · · · .

(b) Use o item anterior para determinar ak.

Solução: (a) Temos

y − a0

x
= a1 + a2x + · · · + ak+1x

k + · · ·

y − a0 − a1x

x2
= a2 + a3x + · · · + ak+2x

k + · · ·

donde

y − a0 − a1x

x2
− 5

y − a0

x
+ 6y = (a2 − 5a1 + 6a0) + (a3 − 5a2 + 6a1)x + · · ·

+ (ak+2 − 5ak+1 + 6ak)x
k + · · ·

= 0

donde (y − x)/x2
− 5y/x + 6y = 0 e

y =
x

6x2
− 5x + 1

(b) Escrevendo y em frações parciais temos

y =
1

2

1

x − 1/2
−

1

3

1

x − 1/3
.

Como
1

x − a
= −a−1

− a−2x − a−3x2
− · · · − a−k−1xk

− · · ·

temos

y = (1 − 1) + (3 − 2)x + (32
− 22)x2 + · · · + (3k

− 2k)xk + · · ·

e portanto ak = 3k
− 2k.



2. Considere a equação de diferenças abaixo:

ak+2 =
2ak+1 − ak

k + 1
, a0 = 0, a1 = 1.

(a) Calcule y = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + akx

k + · · · .

(b) Calcule a0 + a1 + a2 + · · · + ak + · · · .

(c) Calcule a1 + 2a2 + · · · + kak + · · · .

Solução: (a) Reescreva a equação como kak+1 − 2ak + ak−1 = 0. Temos

xy = 0 + a0x + a1x
2 + · · · + ak−1x

k + · · ·

y

x
= a1 + a2x + a3x

2 + · · · + ak+1x
k + · · ·

y′ = a1 + 2a2x + 3a3x
2 + · · · + (k + 1)ak+1x

k + · · ·

e portanto

y′
−

y

x
− 2y + xy = 0 + (a2 − 2a1 + a0)x+

+ (2a3 − 2a2 + a1)x
2 + · · ·+

+ (kak+1 − 2ak + ak−1)x
k + · · ·

= 0

donde
∫

dy

y
=

∫
(

1

x
+ 2 − x

)

dx

ln(y) = ln(x) + 2x − x2/2 + C

y = C̃ x exp(2x − x2/2)

A condição a1 = y′(0) = 1 garante que y = x exp(2x − x2/2).

(b) Temos y(1) = a0 + a1 + a2 + · · · + ak + · · · = exp(3/2).

(c) Temos y′ = (1 + 2x − x2) exp(2x − x2/2) e portanto
y′(1) = a1 + 2a2 + · · · + kak + · · · = 2 exp(3/2).


