P2 de Equacoes diferenciais e de diferencas
MAT 1154 — 2009.1
Data: 23 de maio de 2009

Nome: Matricula:
Assinatura: Turma:

Questao | Valor | Nota | Revisao
la 1.5
1b 1.5
2a, 1.0
2b 1.0
3a, 1.0
3b 1.0
Prova 7.0
Teste 3.0
Nota final | 10.0

Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta. Nao use caneta
vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)
et - 3). w0 (). 0 ()

Solucgao:

A matriz A tem autovalores Ay = 3 e Ay = 7 com autovetores
associados (1, —1) e (1, 1), respectivamente. E natural conjecturar que
exista uma solugao particular constante e podemos verificar facilmente
que (—1/7,—1/7) é solugao. Assim a solucao geral é

y(t) = Cre® (_11> + Che™ G) + (:%;) :

Substutuindo as condigoes iniciais temos

1 e?t -1
v = (G 1)



Yy =5y — 12, Ys =11 +3y, u(0)=1, 1(0)=0.

5 —1
A= (1 . ) |
Temos pa(A) = A2 — 8\ + 16 = (A — 4)? donde A = 4 ¢ autovalor de
multiplicidade algébrica 2. Temos exp(tA) = aA + B onde

Primeira solugao:

Tome

da+pB=¢e" a=te"

donde 8 = (1 — 4t) e e portanto
a1+t —t
exp(tA) =e ( ; 1—t)'
Como y(t) = exp(tA)y(0) temos
yi(t) = (L+t) e, yalt) =te™.

Segunda solugao:
Temos A =S+ N, SN =NS, N2 =0 onde

5 —1 40 1 -1
) by G0

exp(tA) = exp(tS) exp(tN) = e* (1 _tHf 1__tt> :

donde

Como na primeira solucao,

yit)=(1+t) e, ) =te'



2. Considere o sistema de equacoes de diferencas abaixo:
pni1 =0Cp — by +1, b1 =a,—mn, ay=0, b =1
(a) Resolva o sistema.
(b) Calcule asg (simplifique sua resposta ao maximo).

Primeira solugao:

Calculando os primeiros termos da sequéncia temos

n|{0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
a, O 0O 1 3 5 6 6 6 7 9 11 12 12 12 13
b,/1 0 -1 -1 0 1 1 0 -1 -1 0 1 1 0 -1
donde
(n, n = 6k, (1, n = 6k,
n—1, n=06k+1, 0, n = 6k+1,
u - n—1, n=06k+2, . -1, n=06k+2,
" n, n=6k+3,  |-1, n=6k+3,
n+1, n=06k+4, 0, n = 6k + 4,
(n+1, n=06k+5; n = 6k + 5.

Como 2009 = 6 - 334 + 5 temos asgg9 = 2010.

Segunda solucgao:

an (1 -1 (1
e (i) = (0) e (2)

Os autovalores de A sdo A\; = ( = (1 ++v/—3)/2 =exp(7i/3) e Ay = ("' = (.
O sistema

Escreva

Ca+B=(" (Clatp=("
tem solucao

_Cn—l_‘_g—n-i-l
e T T

donde

L <C” G A S G e )
(- - —¢rt g e
E natural conjecturar que exista uma solucao particular onde cada
coordenada seja um polindmio de grau no méaximo 1; de fato, a,, = n,
b, = 0 é solucao. Assim,
_C’I’L—l + C—?’L-{-l
(—¢ 7 o ¢=¢t




completando o item (a). Para o item (b) temos

C2009 _ €72009

a2009 — 2009 — ﬁ,

como (2" = (! temos asgey = 2010.



3. A funcao y : R — R? satisfaz y'(t) = Ay(¢) para todo ¢, onde A é uma
matriz real 2 x 2. Sabemos que

0 (). =) - (2)

(a) Encontre exp(A).

(b) Calcule
it _ (wn(t)
tilrféo () onde y(t) = ( ) :

Solucao:
Temos y(1) = exp(A)y(0), y(2) = exp(24)y(0) = exp(A)y(1) donde

(1 %)= (5 1), ewt=(7 3).

completando o item (a). Os autovalores e autovetores de exp(A) sao

)\1 = 67 )\2 = 27 U1 = <?> 3 Vg = (_21) )

note que os autovetores de A também sao v; e vy com autovalores
p1 = 1n(6), ua = In(2). A solugdo tem a forma

y(t) = Cre"v; + Coetuy;

note que Cy; > 0. No limite, a solugao se alinha com vy, o autovetor
correspondente ao maior autovalor. Assim o limite pedido no item (b) é
igual a 2.



