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Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao ¢ permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo, isto é, encontre a fungao y(x)
que satisfaz a equacao diferencial e as condic¢oes iniciais dadas.

(a) S
y —zy =z, y0)=1
Solucgao:

Reescreva a equagao como

dy 2
_— = 1
< z(y® + 1)

dy
/y2+1:/xdx

donde, para uma constante C' apropriada,

donde

22
arctan(y) = 5 +C

donde

o) - (2 )

Substituindo a condigao inicial temos
y(0) =tan(C) =1

donde C' = 7 /4. Assim

y(z) = tan <%2 + g) .



v +2ry=2"+1/2, y(0)=1.

Solucao:
Esta é uma EDO linear de primeira ordem. Vamos primeiramente
resolver a EDO homogénea associada:

Yp, + 2z yp = 0.

Separando as variaveis, temos

%:—/Zxdaj
Yn

yn(x) = exp(—z?).

donde podemos tomar

Vamos agora procurar uma solucao particular. Como o lado direito é
um polinomio de grau 2 é natural procurar se existe uma solugao
polinomial; de fato existe:

x
Yp() = 9
Assim a solugao geral da EDO ¢é

x
y(x) = 5 + C exp(—az?).
Substituindo = = 0 e aplicando a condigao inicial temos
y(0)=1=0C

donde a solugao procurada é

y(zr) = g + exp(—x?).



y'— 9y + 4y =e*, y(0)=0, y(0)=1.

Solucao:
A equagao algébrica associada \> — 9\ + 14 = 0 tem raizes reais
distintas Ay = 2 e Ay = 7 donde a solugao da EDO homogénea

associada é
yh([L‘) = 0162z + 0267m.

E natural procurar uma solugao particular da forma y,(z) = C'e®";
substituindo na EDO temos

903 — 27C e + 14Ce> = —4Ce® = 3

donde C' = —1/4 e a solugao geral da EDO é
1 3x 2x Tx
y(z) = —z¢°+ Cre™™ + Cae'™.

Note que

3
y'(z) = —Zesx +201€* + 7Coe™.

Assim, aplicando as condigoes iniciais temos

1
—Z+Cl+02:O

3

e, resolvendo o sistema, temos C; = 0 e Cy = 1/4 e portanto

1 1
y(x) = —1631 + Zeh.



2. Resolva as equacoes de diferencas abaixo:

(a)
y(n+1) = (y(n))* —2ny(n) +2, y(0)=1.

Solucao:
Vamos calcular y(n) para alguns valores de n:

y(1) = (¥(0))> —=2-0y(0) +2 = 3;
y(2) = (y(1))* = 2-1y(1) +2 = 5;
y(3) = (¥(2))* —2-2y(2) +2 =T
y(4) = (¥(3))> —2-3y(3) +2 =9;
y(5) = (y(4))* —2-4y(4) +2 = 11.

Neste ponto é natural conjecturar que y(n) = 2n + 1 para todo n.
Substituindo na equacao, devemos verificar se vale para todo n a
seguinte identidade:

20n+1)+1=2n+1)> —=2n(2n + 1) + 2.
A resposta claramente é sim. Temos portanto

y(n) =2n+ 1.



(b)

yn+2)=4y(n+1) —4y(n) +2", y(0)=0, y(1)=0.

Solucao:

A equacao é linear com coeficientes constantes, segunda ordem. A
equacao algébrica associada A2 — 4\ + 4 = 0 tem raiz dupla A = 2
donde a equagao homogénea associada tem solugao

yh(n) = 012n + CQTl 2",

Devemos procurar uma solugao particular da forma y,(n) = Cn?2";
substituindo vemos que de fato existe uma solugao desta forma para
C' = 1/8. Assim a solugao geral é

n2
y(n) = <§ + an + Cl> 2”;

Substituindo n = 0 e n = 1 encontramos os valores C; =0 e
Cy = —1/8 donde
y(n) =n(n —1)2"3,



3. Para s € R um parametro real, considere a equacao diferencial

y'(t) +sy(t) =0. (%)
Para quais valores do parametro s a equagao (x) admite uma solucao y
satisfazendo y(0) =0 e y(1) =17
Solucgao:

A EDO é linear homogénea com coeficientes constantes, com equagao
algébrica associada A2 + s = 0. E conveniente separar em casos: s < 0,
s=0es>0.

Para s < 0 as raizes da equacao algébrica sao os reais distintos A\; = /—s e
Ao = —y/—s donde a solucao geral da EDO é

y(t) = CreMt + Coet.
A condigao y(0) = 0 nos da Cy = —C donde

y(t) = Cy (eM — ™).

A condic@o y(1) = 1 nos permite encontrar C; e deduzir que

At Aot

e — e

t) = ——m—.
vt = o
Note que como A; > Ay o denominador é nao nulo. Assim, para todo s < 0
existe uma solucao satisfazendo as condi¢oes do enunciado.

Para s = 0 temos uma raiz dupla A = 0 e a solucao geral da EDO ¢

y(t) = 01 + Cgt.
Para satisfazer as condigoes y(0) = 0 e y(1) = 1 basta tomar C; =0, Cy = 1
ey(t) =1t.

Para s > 0 as raizes da equacao algébrica sao os complexos conjugados
A1 = i4/s e Ay = —i /s donde a solugao geral da EDO é

y(t) = Cycos(v/st) + Cysen(v/st).
A condigao y(0) = 0 nos da C; = 0 donde

y(t) = Cysen(y/st).

A condigao y(1) = 1 equivale a Cysen(y/s) = 1; esta condi¢do nos permite
determinar C unicamente ezceto se sen(,/s) = 0, ou seja, exceto para

s = k?n%, k inteiro positivo. Para estes valores, toda solucao que satisfizer
y(0) = 0 automaticamente satisfaz y(1) = 0 e nao existe portanto solugao
satisfazendo as condigoes do enunciado.

Conclusao final Existe solucao satisfazendo as condig¢oes do enunciado
exceto para s da forma s = k?72, k=1,2,3,....



