P4 de Equacoes diferenciais e de diferencas
MAT 1154 — 2011.2
Data: 29 de novembro de 2011

Nome: GABARITO Matricula:
Assinatura: Turma:

Questao | Valor | Nota | Revisao
la 1.0
1b 1.0
lc 1.0
2a 1.0
2b 1.0
3a 0.5
3b 0.5
3¢ 1.0

Prova 7.0
Teste 3.0

Nota final | 10.0

Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Vocé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)

2yy’ + cost =1, y(m) = 1.

Solucgao:

Reescreva a equagao como
dy
2u— =1 —cost
Yt

donde
/2ydy: /(1 —cost)dt +C

ou
y* =t —sent + C.

Como y(m) =1temos C=1—7me

y(t) =1 —7+t—sent.

Y+ 11y + 24y = e, y(0) =%/(0) = 0.

Solucgao:
A equacao associada A2 4 11\ + 24 tem raizes \; = —3 e Xy = —8.
Assim a solugao da EDO homogénea associada é

yn = Cre " + Coe ™.

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
yp, = Cpet; substituindo verificamos que tal de fato ocorre para
C, = 1/12, donde a solucao geral de equagao é

1

= Ee_t + 016_3t + CQQ_St.

Y

Pelas condicoes iniciais temos

1 1
E+Cl+02:0’ —5—301—80220

donde C; = —7/60 e Cy = 1/30 e portanto

1
ot 16—316 4 ie—St'
12 60 30



()

Yy=Tyr — 22, Yy =2uy1 +3y2, v1(0) =1, 9(0) = 1.

Solucao:

Reescreva o pvi como

y = Ay, Az(; _32) Y(O):G)'

O polinomio caracteristico de A ¢é igual a

B A=T7 2 B 9
pA(A)—det( 9 /\_3) =(A=5)"
De fato podemos escrever
2 =2
desiw sea we (7))

com SN = NS e N? =0 de tal forma que exp(tA) = exp(tS) exp(tN).
Mas exp(tS) = €I e exp(tN) = I + tN donde

142t =2t
_ 5t
exp(td) = e ( o 1- 2t)
e portanto
1+2t =2t 1 edt
_ _ 5t -
v =epieao) = (132 ) (1) = (&)
e portanto



2. Considere o sistema de equacoes de diferencas abaixo:

v+ 1) = Ay(n) = bl y(0) = (3).

a= (1] ve= (70

(a) Resolva o sistema.
(b) Calcule y(16) (simplifique sua resposta ao méximo).
Solucgao:
(a) Os autovalores de A sdao 1 +i = v/2exp(£mi/4) e portanto
(A40)"+(1=i)"  (140)"—(1=i)"
A — 2 2 ﬁ( cos(nm/4) Sen(mr/él)) .

()10 (1) (1) —sen(nm/4) cos(nm/4)
27 2

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
yp(n) = G+ (=1)"Ca) |
r Cs+ (=1)"Cy )"’
substituindo verificamos que de fato temos a solugao

yp(n) = G N E:BZ) -

Portanto

y(n) =yp(n) + A%y (0) — y,(0))
_ Ry ~( V27 cos(nm/4) +1— (1)
: g )

)" —(1—3)" - 2”86117271’4 +].+ -
ILES L N (nm/4) (—1)

(b) Temos
)0+ | ()16
2 +1-(=1) 28 cos(4m) +1 — (—1)

y(16) = = ( 8 16)
_(1+i)162_i(1_i)16 T4 (_1)16 —2 sen(47r) + 1+ (—1)

()



3. Considere o problema de valor inicial abaixo:

1y£t12 =1, y0)=1, y'(0)=0.

Considere ainda a expansao em série de poténcias da solucao:

y//(t) _|_

y = ao + ait + agt® + azt® + -+ at" .

(a) Encontre uma equagao de diferengas relacionando os coeficientes a,,.
(b) Encontre a,, para n < 6.

(c) Seja

9(t) = V1 —y(t);
calcule ¢'(0), ¢”(0) e g®(0).

Solucgao:

(a) Reescreva a equagao como

y'(t) — () +y(t) =1 -t
Temos
y" = 2ay + 6azt + 12a4t* + -+ + (n+ 1) (n + 2)apot" + - --
ty" =0+ 0t +2ast® + -+ (n — D)na,t™ + - -
Y =ag+art + agt? + -+ apt" 4 - - -

donde
1, n =20,
(n+1)(n+2)apo+ (1 —nn—1))a, =< -1, n=2,
0, n #0,2.
(b) Note que ap = 1, a; = 0. Aplicando a equacgao de diferencas temos
1 11
=0 =0 =—— =0 =—c.
a2 ) as ) Q4 127 as ) Qe 360
(c) Temos
1 11 1 11
l—y(l)= —=t'+ —t5+...= —t* [1+ =t*+--.
v =33t 30t * 12 (+30 -
donde
1 11 1 11
t) =1 —y(t :—t2\/1+—t2+---=—t2 <1+—t2+~~)
9(t) v = 75 30 03 60
e portanto

GO =0 0 == ¢V =0



