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la 1.0
1b 1.0
2 1.0
3a 1.0
3b 1.0
4a 1.0
4b 1.0

Prova 7.0

Teste 3.0

Nota final | 10.0

Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voce nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo, isto é, encontre a fungao y(x)
que satisfaz a equacao diferencial e as condic¢oes iniciais dadas.

(a)
y' + 10y +24y = e %, y(0) =0, ¢(0)=0.
Solucgao:
A equacao A2 4+ 10\ + 24 = 0 tem rafzes \} = —6 e \y = —4 donde a
solucao da EDO homogénea associada é y, = Cie % + Che 4. B

natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
yp, = Cze %, Temos

y,, = C(1—6z)e*,
yy = C(—12 + 36x)e ",
y, + 10y, + 24y, = —2Ce 07 = 707

donde C' = —1/2. Assim a solugao geral é

1
Y= —§xe_6x + Che 5% 4 Che42.

Temos y(0) = C, +Cy =0e y'(0) = —1/2 — 6C; — 4Cy = 0 donde
01 = —1/4, CQ = 1/4 €
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(b)
—(1+ 2%y =22"+22° —4x, y(0)=1.

Solucgao:
Esta é uma EDO linear. Vamos resolver inicialmente a EDO
homogeénea associada:

) yp = 0;
[ /m

(yh)—x+§+0

~ :L'3
yn = C'exp (x+§)

Vamos procurar uma solucao particular; como o lado direito é um
polinomio é natural tentar se existe solucao polinomial.

yp:am2+bx+c
yp— (1+2%)y, = —az* — ba® + (—a — ¢)a® + 2a — b)z + (b — ¢) = 22" + 02° + 22* — 4z + 0
a=-2, b=c=0.

Assim a solucao geral é

~ 3
y = —22°+ Cexp (x+%)

Temos y(0) = C' = 1 donde

3
y:—2x2+exp($+%>.



2. Encontre uma férmula fechada para a soma abaixo:

1221 49292 4 3293 4+ 4294 ... 4 p2on,

Solucgao:

Faca
y(n) = 122" 4 2222 4 3223 4 422 4 ... 4 22",

Temos y(0) =0, y(1) =2, y(2) =18, y(3) =90 e
y(n+1) —y(n) = (n+1)2n 4+ 1).

A solugao da equagao homogénea associada é yy(n) = C. E natural
procurar uma solugao particular da forma y,(n) = (an® 4+ bn + ¢)2". Temos

yp(n +1) = (a(n + 1)% + b(n + 1) + )2 = (2an® + (4a + 20)n + (2a + 2b + 2¢))2"
Yp(n +1) — y,(n) = (an® + (4a + b)n + (2a + 2b + ¢))2" = (2n* + 4n + 2)2"

a=2, b=—-4, c=6

Yp(n) = (2n® — 4n +6)2"

e portanto a solucao geral é
y(n) = (2n* — 4n +6)2" + C.
Temos y(0) = 6 + C = 0 donde C' = —6:

y(n) = (2n* — 4n + 6)2" — 6.



3. Seja y(n) a sequéncia definida recursivamente por
y(n+2) —4y(n +1) +8y(n) =5, y(0)=1, y(1)=2.
(a) Encontre uma férmula para y(n).
(b) Calcule y(2012) (simplifique sua resposta ao maximo).

Solucgao:

A equacao A2 — 4\ + 8 = 0 tem raizes 2 £ 2i. Assim a solucao da equacao
homogénea associada é C(2 + 2i)™ + C3(2 — 2i)". Uma solugdo particular é
yp = 1. Assim a solucao geral é

Comoy(0)=1+C1+Cy=1ey(l) =1+ C1(2+2i)+ Cz(2 —2i) =2
temos C = 1/(41) e Cy = —1/(44) e portanto

(2 4 20)" — (2 — 20)"
4 '

y(n) =1+

Para \; = 2 + 2i = 1/8e™/* temos \2012 = 81006503 — _ Q1006
Analogamente para Ay = 2 — 2i temos A\3%1% = —8109 " Agsim

_81006 + 81006

2012) =14+ -T2 1,
y(2012) =1 + p¥



4. Sabe-se que a equacao diferencial linear (ndo homogénea com coeficientes
constantes)
y"(t) + a1y (t) + aoy(t) = b(t)

admite as seguintes solucgoes:

t+5t2 41
)= ———
ypal( ) tz + 1 )
tt+ 562+ 1 o
yp’g(t) = W —+ te .

Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)
y'(t) + a1y’ (t) + agy(t) =0, y(0) =0, ¥'(0)=1.

(b)
y'(t) + a1y () + aoy(t) =0, y(0) =1, ¢'(0) =0.

Solucgao:

Temos que Y, o(t) — yp1(t) = yn1(t) = te " é solugao da equagao homogénea
associada
y"(t) + a1y (t) + aoy(t) = 0.

Uma solucao desta forma indica que A = —2 ¢ raiz dupla de
A2+ a1\ +ag = 0 donde a; = ay = 4 e a solucao geral de

y'(t) +4y'(t) +4y(t) = 0

éy(t) = (Cy + Cat)e ', com y(0) = C; e y'(0) = —2C; + Cy. Assim a
solucdo do item (a) é
y(t) = te™

e a solucao do item (b) é



