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Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voce nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)
y — Ay =b(t), A= (g _52> ’
= (G o ().

Solucao:
Os autovalores de A sdo Ay =5+ 2i e Ay =5 — 2i e temos

50 ((cos(2t) —sen(2t)
exp(tA) =e (sen(Qt) cos(2t) ) '

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma

acos(t) + bsen(t)

Yo(t) = (ccos(t) +d sen(t)> '
Temos

, (—=5a + b+ 2¢) cos(t) + (—a — bb + 2d) sen(t)
yp(t) = Ayp(t) = <(—2a —5¢+d) cos(t) + (—2b — ¢ — 5d) sen(t))

donde a = -1, b=c=0, d = —1. Assim a solugao geral é

5¢ [cos(2t) —sen(2t)\ [z cos(t)
y(t) =e - :
sen(2t)  cos(2t) Yo sen(t)
Para que sejam satisfeitas as condic¢oes iniciais devemos ter xy = 1,
Yo = 0 donde
e cos(2t) — cos(t)

y(t) = (€5t sen(2t) — sen(t)> '



(b)

Yy =4y1 —3yo, Yh=3y1 — 2y, ¥1(0) =1, 12(0) =0.

Solucgao:
Podemos reescrever o problema como y'(t) = Ay(t),

10 3 =3
sow so(00) o (1)

Note que SN = NS, N? = 0. Assim

exp(tA) =e < 2 | — 3

e portanto
1+ 3t
vt = exp(tyy() = (1 10)

ou, na notacgao original,

yi(t) = (14 3t)e’, ya(t) = 3te.



2. Resolva o sistema de equagoes de diferencas abaixo:

a(n+1) = —3a(n) +12b(n) +2", b(n+1) = —4a(n) + 11b(n),
a(0) =1, b(0)=0.

Solucgao:

Podemos reescrever o problema como y’(n + 1) — Ay(n) = b(n),

= (18) - ()

Temos pa(A) = (A +3)(A — 11) + 48 = A? — 8\ + 15 donde A\; = 3, Ay = 5,
com autovetores correspondentes v, = (2,1), v, = (3,2). E natural
conjecturar que exista uma solucao particular da forma y,(n) = (a2",52") o
que nos da o sistema

20 =—3a+12b+1, 2b=—4a+11b

donde a = —3 e b = —4/3. A solucao geral ¢ portanto
4
a(n) =20, 3" +3Cy 5" =32, b(n) =Cy 3" +2C, 5" — 52"

Ajustando as condigoes iniciais temos C; = 4, Cy = —4/3 donde

8 4
a(n) =8-3" 45" 32" bn) =4-3"— 55"~ 2"



3.

(a)

Dé um exemplo de uma matriz real A € R?*? e de uma funcao
y(n) = (y1(n),y2(n)) satisfazendo y(n + 1) = Ay(n) para todo n e tal
que

)+ )

n—-+oo n

=4.

Solucgao:
Tome

Dé um exemplo de uma matriz real A € R**? e de uma funcao
y(n) = (y1(n), y2(n)) satisfazendo y(n + 1) = Ay(n) para todo n e tal
que

(yl(”))2 +y1(n)ya(n) — (1o(n))*> =1,  lim yi(n) = +oo.

n——4o00
Solucgao:
Tome
11
= (1 2)
com autovalores
3+5 5 3—45 1++/5
)\1:¢2: 9 5 )\2:¢2: 9 5 Qb: 9
Seja B
ot =" - 41—
F(n)= , = — = .
=2 = =
Tome



4. (a) Diga se existe uma equagao diferencial da forma y’(t) = Ay(t) e uma
solugdo y;(t) satisfazendo y;(0) = (1,1), y1(1) = (2,3), y1(2) = (5, 8).
Se existir dé exemplo; se nao existir justifique a sua afirmacao.

Solucgao:
Seja M = exp(A). Devemos ter

1) = () )= 6)
u-(1)

com autovalores reais, distintos e positivos

3+5
9

donde

3-+5 1+5

)\1:¢2: >07 >\2:¢72:

e autovetores correspondentes

() ()

_ ¢* 0 - _ (1 —9¢
M_X<O ¢_2>X1, X_<¢ 1).

Podemos portanto tomar

Assim,



(b) Diga se existe uma equacao diferencial da forma y'(t) = Ay(f) e uma
solugdo y; (t) satisfazendo y;(0) = (1,0), y1(1) = (1,1), y1(2) = (3,2).
Se existir dé exemplo; se nao existir justifique a sua afirmacao.
Solucgao:
Seja M = exp(A). Devemos ter

o) = () ()= 6)
!

Temos det(M) = —1. Mas devemos ter M = (exp(A/2))? donde
(det(exp(A/2)))? = —1, uma contradicao com a hipétese de A ser real.
Assim nao existe a equacao diferencial pedida.

donde



