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Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao ¢ permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou caneta preta.
Nao use caneta vermelha ou verde.

e Voce nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. (1,0 pontos) Quantas raizes reais tem a equagao abaixo?

2 =5 +1=0



2. (1,0 pontos) Seja ABC'D um quadrado de lado 1. Trace circulos de raio 1
com centro em cada um dos quatro vértices. Determine a drea da regiao
interior aos quatro circulos (indicada na figura).
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3. (1,5 pontos) Para n um inteiro positivo, defina

fn) = {%, n par,

2"(n+ 1), {mpar.
Assim, F(1) =4, [(2) = 1, f(3) =32, f(4) =2, [(5) = 192, [(6) =3 ¢
£(7) = 1024,

Mostre que existe um inteiro positivo k tal que f*(2010) = 1 e encontre o
menor tal k.

(Notacao: f*(n) = f(f(n)), f2(n) = f(f(f(n)), f*'(n) = f(f*(n)).)



4. (1,5 pontos) Zé Roberto e Humberto disputam um jogo. Eles jogam um
dado comum até sair duas vezes consecutivas o mesmo nimero. Se este
numero a aparecer repetido for par, ganha Zé Roberto; se for impar, ganha

Humberto.

Eles comecam a partida: o primeiro nimero sorteado é 1, o segundo ¢ 4, o
terceiro é 2. Qual é, neste momento, a probabilidade de que Zé Roberto

ganhe?



5. (1,5 pontos) Em um dodecaedro regular de aresta 1, considere um vértice
arbitrario A. A partir de A ande ao longo de uma aresta, dobre a direita no
primeiro vértice e marque o segundo vértice encontrado: faga isso das trés
formas possiveis para obter os vértices B, C' e D, conforme a figura.

Determine o volume do tetraedro de vértices A, B, C' e D.




6. (1,5 pontos) Seja g(n) = 3" + 2" — n. Seja ag = 0 e defina a,11 = g(an).
Assim, a; = g(ag) = g(0) =3 +2°—-0=2e ay = g(2) = 11.

Determine o dltimo algarismo de agg1p (escrito em notacao decimal).



7. (2,0 pontos) Para inteiros nao negativos a e b, defina a { b por a 1} 0 = 1,
affl=a,aft2=a"caf (b+1)=a"". Assim, por exemplo,

2
214 =22 =22 =216 = 65536.
Encontre um inteiro positivo n tal que

24 n < 2010 1 2010 < 2 1 (n+ 1).

Justifique sua resposta.



