Movimento Browniano e Aplicacdes em Financas
Quantitativas

Yuri F. Saporito

N*FGV EMAp

28 de outubro de 2022

1/30



~ . . \*FGV EMAp
A evolucao do movimento Browniano

e 1765 Jan Ingenhousz - poeira de carbono no élcool
e 1828 Robert Brown - grdos de pdlen suspensos em dgua

e 1900 Louis Bachelier - modelagem do preco de um ativo usando
mov. Browniano

e 1905 Einstein e Smoluchovski - interpretacdo fisica do mov.
Browniano

e 1923 Norbert Wiener - descricdo precisa do objetivo matematico e
prova de sua existéncia

2/30



O movimento Browniano

\’FGV EMAp

Uma maneira de introduzir o mov. Browniano é através do passeio
aleatério

Considere uma seq. iid (Xj)jeny com P(X; =1) =P(X; = -1) =1/2
e seja

Sp=X1+-+ X,
Sabemos que % — 0 quando n — 400 (LGN). Logo, o tamanho de
passo (1/n) é muito pequeno

Agora, pelo TCL, temos que % — N(0, 1) em distribuicdo quando
n— 400

Para introduzir o tempo, consideramos, para t € [0, 1],
B(n) - X1+... +X[nt]
t \/ﬁ

O mov. Browniano é o limite desse processo estocéstico (Teorema de
Donsker)
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O movimento Browniano

e O movimento Browniano é um processo estocastico (B¢)>0
satisfazendo:

> B()IO;

> Incrementos independentes, i.e. asv.a's {By — By, , }i=1,...,n, Para
to < t; < --- < t,, sdo independentes;

» B;— Bs ~ N(0,t —s), para qualquer t > s;

» Os caminhos t — B; s3o continuos quase certamente
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Simulacao

i
By=> By—By,, i=1,..,N
j=1
O seguinte cédigo (em Python) gera caminhos do movimento Browniano
Ccomo 0s que vimos acima:

import numpy as np

T = 1 #### horizonte temporal

N = int(le2) #### discretizacao temporal
M = int(leb) #### numero de simulacoes
dt = T/N

dW = np.sqrt(dt) * np.random.normal (size=(N-1,M))
W = np.cumsum(dW, axis=0)
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Propriedades

e Note que B; — Bs é independente de todo o caminho de B até o
tempo s

E[Bt—BS|BU,USS]:E[Bt—BS]:O

Logo, (Bt)t>0 € um martingal E[B; | By,u < s| = Bs

Além disso, a covariancia é dada por E[B;Bs] = min{t, s}

e (B:)t>0 € um processo Gaussiano
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Propriedades

e X; = B2 — t é um martingal

o Y= %Bc% é um movimento Browniano

o Z; = B:=a"t/2 ¢ ym martingal
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Existéncia

e As trés primeiras propriedades do mov. Browniano definem
completamente as distribuicoes finito-dimensionais do processo:
(B, - ., Bt,) tem distribuicdo normal multivariada com média zero e
matriz de covariancia min{t;, t;}

e Mostrar a existéncia de um processo com essa distribuigcdo é
relativamente facil. Por exemplo

B. = Z::lz/o dn(s)ds

onde (Zp)nen € uma seq. iid N(0,1) e (¢n)nen é uma base
ortonormal de L2[0,1] (Teorema de Karhunen—Logve)
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Existéncia
e A principal dificuldade é juntar essas hipéteses sobre a distribuicdo

finito-dimensional de B com a hipdtese de continuidade de seus
caminhos

e Em 1923, o matematico aplicado Norbert Wiener demonstrou a
existéncia do movimento Browniano

e Uma forma de demonstrar a existéncia do mov. Browniano é mostrar

que a série que vimos no slide anterior converge uniformemente em
t
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Financas Quantitativas
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Objetivo
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® Notem a similaridade do indice S& P 500 do mercado de acdes
americano com um caminho do movimento Browniano:

5000-
4000~
¢ 3000~
o
2000 -

1000-

2006 2008 2010 2012 2014 2016 2018 2020

2022
Time

® | 0go, nosso objetivo serd escrever um modelo para o preco de um

ativo usando o movimento Browniano e depois precificar uma Call
com maturidade T e strike K
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Modelo de Bachelier

® A primeira tentativa de modelar preco de ativos financeiros com o
movimento Browniano foi feito pelo préprio Bachelier:

St = S0+ put + 0B

1€ R éodrift, 0 > 0 é a volatilidade e B é um mov. Browniano sob
P

E um modelo Gaussiano e um possivel problema é que P(S; < 0) >0
para qualquer t

Mas essa probabilidade pode ser muito pequena...

® E um modelo usado hoje em dia em alguns contextos por sua
simplicidade
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Modelos em Financas Quantitativas

As seguintes hipdteses sdo muito comuns nos modelos de Financas
Quantitativas:

® E possivel emprestar e tomar emprestado dinheiro a uma taxa de
juros constante livre de risco, r

® O modelo ainda supde tacitamente que

» E possivel vender o ativo a descoberto;

» O ativo pode ser transacionado continuamente;

» Todos os valores mobilidrios s3o infinitamente divisiveis;
» Na3o hd custo de transacdo e nem impostos;

» O ativo n3o paga dividendos.
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Modelo de Black—Scholes

® O modelo de Black—Scholes é uma forma de garantir que o ativo
nunca assuma um valor negativo

® Ele supde a seguinte dindmica para seu preco, sob a medida histérica
(ou subjetiva) P,
St _ Soe(,u—JZ/Z)t—‘rJBt

® ;€ R éodrift, o > 0 é a volatilidade e B € um mov. Browniano sob
P
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Estimacdo do Modelo de Black—Scholes \orovERe

.. 2
X; = log (55t> N ((u - "2> At,a2At>
ti—1

® At =t;— ti_1, ou seja, t; = iAt, onde usualmente At é um dia.

® Note que

® T eseja ntal que nAt = T. Logo, se definirmos

— 1 1 < —
x,,:n;x,-esnzn_lg(x,-—xn)2

® temos os seguintes fatos elementares:

— o2 1

X, ~N — — ) At, =0%At
> Xon (- ) an o)

(n—1)
> o2\t
> X, é independente de S,,.

Sy~ X%—l
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Estimacdo do Modelo de Black—Scholes \orovERe

e Com isso, criamos os seguintes estimadores n3o-viesados de o2 e pu:

— 1 =N 1 1/\
U%:ES,,e,u,,:A X,,—i—2a
o Claramente, Ep[;g] =o2e Eplpin] = p

® No entanto, temos que

) 1 1 o*At? (n—1) 204
Var(og) = xVar(n) = xa - 1)2""”( At 5”) =0T
. 1 <, L, = 11, ot
Var(un) = @Var(X )+ Var( ) p;g At + m
7 0_2 N 0.4
T 2(n-1)
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Estimagdo do Modelo de Black—Scholes \orevEe

Histograma da repeticdo da estimacdo de e 02 em 10,000 caminhos simulados
do modelo de Black—Scholes, cada caminho tendo 1,001 observacbes temporais.
Além disso, escolhemos T =1, y=0.05e 0 =0.5

® Para termos uma estimativa precisa de y precisamos entdo considerar
um horizonte de tempo T grande. Portanto, é realmente crucial que
o pardmetro i n3o apareca na férmula de Black—Scholes.

® Entretanto, apesar de podermos estimar bem a volatilidade sob a
hipdtese dela ser constante, essa hipdtese n3o se verifica na realidade
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Financas Quantitativas - Precificacao de Derivativos
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Financas Quantitativas 101
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$2

70%

30%
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Financas Quantitativas 101 b4

$2

70%

30%

Nesse mesmo cassino um bilhete é vendido que paga $100 se sair
vermelho na roleta, e ndo paga nada se sair preto
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Finangas Quantitativas 101 \“FOVENAD

$2

70%

30%

Nesse mesmo cassino um bilhete é vendido que paga $100 se sair
vermelho na roleta, e ndo paga nada se sair preto

Esse bilhete estd sendo vendido por $60. Estd barato ou caro?
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Finangas Quantitativas 101 \“FOVENAD
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Derivativos

® Considere o seguinte exemplo com o objetivo de introduzir o conceito
de derivativo.

® |magine que uma grande empresa do agronegdcio brasileiro precise
garantir a venda de soja em um més e que essa venda deve ser
acordada hoje.

® Ent3o, para isso, basta que a empresa entre em contato com uma
contraparte interessada em comprar soja e que combinem a entrega
desejada para daqui a um més a um prego pré-acordado.

® Com isso, aparece a seguinte pergunta:

> Quanto essa empresa deve pagar (ou receber) para garantir a venda da
soja?
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Derivativos

® Vamos supor ainda que a contraparte n3o esteja interessada em
comprar hoje a soja desejada para 0 més seguinte, apesar de essa ser
uma solucdo valida para o nosso problema.

® Na verdade, o que se pretende é ter a garantia que daqui a um més a
quantidade de soja desejada esteja disponivel para compra pelo preco
acordado.

® Note que esse contrato garante que a empresa possa vender a soja no
préximo més por um preco fixado hoje e, portanto, ela esta se
protegendo do risco de o preco da soja cair absurdamente.

® Através deste caso é possivel exemplificar, com clareza, que um
contrato como esse é muito importante para toda a economia.
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Derivativos
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O contrato descrito acima, que garante a venda da soja no préximo
més, é um derivativo.

A data em que o produto serd entregue é a maturidade, a troca de
capital realizada na maturidade para a transagdo do produto é
chamado de payoff e o preco que devemos pagar ou receber hoje por
esse derivativo é o prémio.

Um derivativo pode ser visto em toda sua generalidade como um
instrumento financeiro cujo valor depende do valor de outro ativo,
que chamaremos de ativo subjacente ao derivativo.

Vale notar que o exemplo se encaixa nessa definicdo, pois o valor
daquele derivativo depende do valor da soja.
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Derivativos

Existem dois tipos de derivativos basicos e importantes:

® Futuros: s3o contratos para compra ou venda de um ativo em uma
data futura pré-determinada (maturidade) por um preco especificado
hoje (strike). O contrato exemplificado anteriormente é um futuro.

® Opcoes: sdo contratos que d3o ao detentor o direito, mas n3o a
obrigacdo, de comprar ou vender um ativo em uma data futura
pré-determinada (maturidade) por um prego especificado hoje
(strike). Se a opgdo der ao detentor o direito de compra,
chamaremos esse contrato de op¢do de compra (ou call) e se der o
direito de venda, chamaremos de op¢do de venda (ou put).
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Derivativos

® O payoff de um derivativos é o valor monetdrio do derivativo na
maturidade

® Se denotarmos o valor do ativo na maturidade por St e o strike por
K, entdo os payoffs s3o dados por:

» Futuro: St — K
» Call: St — K, se ST > K, e 0, caso contrdrio

» Put: K — 57, se St < K, e 0, caso contrdrio
3 3

2
2 2

Future K — St Call (St — K)* Put (K — S7)*
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Medida Neutra ao Risco

® Vamos considerar o caso de uma call: (S — K)*
® Pode-se justificar o seguinte preco para essa opg¢ao:
C(T,K) =E[e""(S7 - K)]

 Lembre que S; = Spelr—07/2)t+0Bt — G entg—o’t/2+0B:

2 , .
E que e~ t/2t9Bt ¢ ym martingal

® Gostariamos de considerar um modelo no qual, quando o preco
corrigido pela taxa de juros, e~ "S;, é um martingal

* E como se tivéssemos 1 = r (mas NAO é isso de fato)
® Logo, vamos calcular E[e™"T (ST — K)*] com
S, = Soe(r—02/2)t+UBt
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A férmula de Black—Scholes

® Note que ST = X7, onde X7 ~ N(m, V2), com
m=1logSy+ (r—o%/2)TeV=0VT

o C(T.K)=e"T (E[STl(s;>k}] — KE[l(s;5k1]) -
® Agora, temos que

Eollis;>ki] = Q(ST > K) = Q(log ST > log K) =

- logSt—m _logK —m\ m —log K
_Q< v o v )= v )
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A formula de Black—Scholes

® Além disso, pode-se mostrar

log K —
BalSrtispor) = &7V 0 (v - L),

® Definindo

achamos:

(T, K)y=e"T (em+V2/2¢(d1) - Kq>(d2)) .

\“FGV EMAp
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A férmula de Black—Scholes

Portanto, achamos a famosa férmula de Black—Scholes
CB5(t,5, T, K, r,o) = So(dy) — Ke (T~ (d—)

onde

log(S/K) + (r+02/2)(T —t) e
= oV/T —t e (d) /_OO Jon dz
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Continuando...
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O modelo de Black—=Scholes serve como um bloco fundador de vdrios
outros modelos que descrevem melhor a realidade do mercado de
op¢oes

Volatilidade estocastica, adicionar dividendos, taxa de juros
estocasticas

Derivativos mais complexos: exercicio antecipado (Americana),
derivativos exéticos (asidtico, com barreira, lookback...)

dependéncia do caminho (path-dependence): Célculo Funcional de Itd

Controle Estocastico Otimo: outros problemas em Financas
Quantitativas
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