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DESCOBERTA DO MOVIMENTO BROWNIANO

Jan Ingenhousz (1785: pé de carvao em alcool)
Robert Brown (1827: pequenos graos de pélen suspensos em agua)
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Joseph Fourier

Cientista, participou na expedi¢do de Napoledo no Egito (1798-1801),
secretario do Instituto do Egito, prefeito de Isere.

Dirk Erhard (UFBA) Passeios aleatérios, movimentos brownianos 3/24



Joseph Fourier

Cientista, participou na expedi¢do de Napoledo no Egito (1798-1801),
secretario do Instituto do Egito, prefeito de Isere.

Lei de Fourier: A difusdo de calor
se desenvolve conforme a equagao
de calor

Oru = OZu+ Oju + d3u.
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Einstein e Smoluchowski

Independente um do outro (em 1905-1906) desenvolveram a teoria do
movimento Browniano baseado no trabalho de Lord Rayleigh.
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Einstein e Smoluchowski

Independente um do outro (em 1905-1906) desenvolveram a teoria do
movimento Browniano baseado no trabalho de Lord Rayleigh.

Fisica: O movimento aleatério é
causado pelas colisdes com as
particulas de agua.

Matematica: A probabilidade de
encontrar uma particula num
certo lugar pode ser descrita pela
solugéo da equagéo de calor.
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Einstein e Smoluchowski

Independente um do outro (em 1905-1906) desenvolveram a teoria do
movimento Browniano baseado no trabalho de Lord Rayleigh.

Fisica: O movimento aleatério é
causado pelas colisdes com as
particulas de agua.

Matematica: A probabilidade de
encontrar uma particula num
certo lugar pode ser descrita pela
solugéo da equagéo de calor.

A existéncia de atomos foi provada usando as predicées quantitativas
baseadas na teoria do movimento Browniano (Perrin 1908, prémio
Nobel em 1926).
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Universalidade

Wiener (anos 20) descricdo completa do
Movimento Browniano.

Mais tarde fez pesquisa em robotica. Um dos
seus alunos foi Bose.

Donsker (1951) mostra que o Movimento Brow-
niano é um objeto universal. Muitos processos,
como por exemplo o passeio aleatério simples
convergem para o Movimento Browniano.
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Imagem Movimento Browniano
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Passeio aleatorio simples (PAS)

@ Sejam Xi, Xo, ... independentes com P(X, = +e;) = 55. O
passeio aleatério simples no tempo n é

n
Sn == Z )(,
i=1
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Passeio aleatorio simples (PAS)

@ Sejam Xi, Xo, ... independentes com P(X, = +e;) = 55. O
passeio aleatério simples no tempo n é

n
Sn=>Y_X.
i=1

@ Objeto de interesse: R, = {51, Sz, ..., Sy} (trago do PAS)
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Passeio aleatorio simples (PAS)

@ Sejam Xj, Xz, ... independentes com P(X, = +¢e;) = %,. O
passeio aleatério simples no tempo n é

n
Sn=>Y_X.
i=1

@ Objeto de interesse: R, = {51, Sz, ..., Sy} (trago do PAS)

@ Resultado classico: limp_oso ﬂn”‘ = Ky = Po(Sp # 0V n> 0) (Lei
dos Grandes NUumeros)
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Passeio aleatorio simples (PAS)

@ Sejam Xj, Xz, ... independentes com P(X, = +¢e;) = %,. O
passeio aleatério simples no tempo n é

n
Sn=>Y_X.
i=1

@ Objeto de interesse: R, = {51, Sz, ..., Sp} (trago do PAS)

@ Resultado classico: limp_oso ﬂn”‘ = Ky = Po(Sp # 0V n> 0) (Lei
dos Grandes NUumeros)

@ Py(Snp#0Vn>0)>0seesomentesed>3.
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Deviacdo do comportamento tipico

Theorem (v.d. Berg, Bolthausen, Den Hollander (Ann. of Math.
2001), Phetpradap (2011))

Sejad >3, e0 < b < kq. Entéo

: 1 1
m =29 log P(|Rn| < bn) = —El(b)» (1)

onde
I(b) = inf{% / IVo(x)[2dx :¢ diferencidvel , / $2(x)dx =1,

/ <1 - eXp{—Kd¢2(X)}>dX < b} .
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Queijo suico

Dirk Erhard (UFBA)



Queijo suico




Queijo suico
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Entrelacamentos aleatorios |

Seja A um subconjunto finito de Z9. Para x € A:
@ ex(x) :=Px(Sp ¢ AV n > 1)=proba de fugir
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Entrelacamentos aleatorios |

Seja A um subconjunto finito de Z9. Para x € A:
@ ex(x) :=Px(Sp ¢ AV n > 1)=proba de fugir
@ ea(x)>0= xc0A
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Entrelacamentos aleatorios |

Seja A um subconjunto finito de Z9. Para x € A:
@ ex(x) :=Px(Sn ¢ AV n > 1)=proba de fugir
@ eq(x) >0=xc0A
@ e, se chamada medida de equilibrio.
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Entrelacamentos aleatorios |

Seja A um subconjunto finito de Z9. Para x € A:
@ ex(x) :=Px(Sp ¢ AV n > 1)=proba de fugir
@ eq(x) >0=xc0A
@ e, se chamada medida de equilibrio.

Definimos a capacidade de A por

cap(A) = 3 ea(x)

XEA

Dirk Erhard (UFBA) Passeios aleatérios, movimentos brownianos 12/24



ek(x\:: \?&KSP# A
Vm %A )

p\al
%o

X4

GA (7(“:()

Ca O = Pedueng




Entrelacamentos aleatorios |

Seja A um subconjunto finito de Z9. Para x € A:
@ ex(x) :=Px(Sn ¢ AV n > 1)=proba de fugir
@ eq(x) >0=xc0A
@ e, se chamada medida de equilibrio.

Definimos a capacidade de A por

cap(A) = 3" ea(x)

XEA

Observacao: cap(A) grande significa que é facil para S visitar A

mesmo quando comecga muito longe de A.
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Entrelacamentos aleatérios |l

Seja agora S = (Sp)nen 0 passeio aleatério no toro T4 = (z/n'/97)9 e

]P’:%Z]P’X.

xeTd
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Entrelacamentos aleatérios |l

Seja agora S = (Sp)nen O passeio aleatério no toro T = (Z/n'/97)9 e

P:%Z]P’X.

xeTd
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Entrelacamentos aleatérios |l

Seja agora S = (Sp)nen O passeio aleatério no toro T¢ = (Z/n'/97)9 e

P:%ZPX.

xeTd
Theorem (Windisch, 2008)
Seja d > 3, entdo para todo u > 0 e A subconjunto finito de 7.9

lim IF’({S1, So. ..., su,,} NA= (2)) — g~ uean(A)

n—oo
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Entrelagcamentos aleatérios |l

Seja agora S = (Sp)nen O passeio aleatério no toro T¢ = (Z/n'/97)9 e

}P’:%Z]P’X.

xeTd
Theorem (Windisch, 2008)
Seja d > 3, entdo para todo u > 0 e A subconjunto finito de 7.9

lim IP’({S1, So. ..., su,,} NA= (Z)) — g~ uean(A)

n—o0

@ Entrelacamentos aleatério (EA(u)) no nivel u > 0 é um
subconjunto aleatério Z,, de Z9 tal que para todo subconjunto
finito A

P(Z, N A=) = e ()
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Observacoes

Existem as seguintes similaridades entre o queijo suico e EA(u):
@ Aescalan'/d.
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Observacoes

Existem as seguintes similaridades entre o queijo suico e EA(u):

@ Aescalan'/d,
@ A condigéo

/ (1 ep{-rgé?(x)} )dx < b
no problema variacional e
P(ZyNA# D) =1— g v

na definicdo de EA(u).
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Uma conjectura

Conjectura: O queijo suigo é uma superposi¢ao de Entrelagamentos
aleatorios.
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Uma conjectura

Conjectura: O queijo suigo é uma superposi¢ao de Entrelagamentos
aleatérios. Mais precisamente, seja A um subconjunto finito de Z9 e
x € RY, entdo

lim P(Rp 1 (A+ [xn'/9]) = 0||R,| < bn)

_ Pp(Y)
= /exp{ - CaP(A)Qf’%(X - Y)}Wd}’-

Aqui ¢, denota o Unico minimizador do problema variacional cujo
maximo € em 0.
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O que ja sabemos

Ja provamos:

@ O minimizador é unico (modulo translagdes) para quase todos os
valores de b.
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O que ja sabemos

Ja provamos:

@ O minimizador é unico (modulo translagdes) para quase todos os
valores de b.

@ Seja b tal que o problema variacional possui uma unica solugcao e
sejam

n
Ly=1%>ds, e my={¢:¢éminimizador},
i—1

entao

lim P(Lp =~ mp||Ry| < bn) =1 (tube property)
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Palavras finais

Big picture: O objetivo final é mostrar que os modelos do tipo EA(¢)
para certaz fungdes ¢ sdo objetos universais no sentido que muitos
modelos convergem para estes modelos.
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MUITO OBRIGADO
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