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Programa resumido

Fundamentos; teoria dos conjuntos; aritmética.

Ndmeros reais; supremo e infimo.

>

>

» Sequéncias de nlimeros reais; limites; séries.

» Conjuntos de nimeros reais; topologia da reta.
>

Limites de funcdes; funcdes continuas.
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Aulas as segundas quartas e sextas
comecando pontualmente as 09:30
e durando no maximo até 12:30.

Aulas presencialmente na sala 856L e por Zoom.
As aulas serdo gravadas e disponibilizadas.

A avaliacdo sera feita por meio de provas escritas.
As provas devem ser feitas individualmente,
respeitando o limite de tempo.

E permitido trazer material de consulta em papel
(livros, cadernos, apostilas).
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Conectivos légicos e quantificadores

Usamos os seguintes conectivos légicos:

» — (n3o)

> A (e)

» V (ou; sempre inclusivo)

» — (implica; ndo deve sugerir causa e efeito)

» < (equivale; ndo confundir com implica)
Usamos os seguintes quantificadores:

> 3 (existe)

» Y (para todo)
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Sentencas e proposicoes

Uma sentenca pode ser escrita usando:
» simbolos da teoria (constantes, operagdes ou relagdes);
» = (igualdade);
» varidveis;
» conectivos légicos e quantificadores;
P> paréntesis.

Uma proposicdo é uma sentenca sem varidveis livres.
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Seja N =1{0,1,2,...} o conjunto dos nimeros naturais.
@ Muitos autores definem em vez N = {1,2,3,...}.

A teoria tem duas constantes e duas operacdes binarias
fundamentais:
0,1,+,-.

Outras constantes, operacdes e relacées podem ser definidas a
partir dessas:

2=1+1, 3=2+1, 4=3+1,...

(a<bh) <<= (JceN,b=a+rc)

(alp) <= (JceN,b=ac)
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Vamos traduzir algumas proposi¢coes:

Todo natural é soma de quatro quadrados.
(Teorema de Lagrange dos quatro quadrados)

¥n,3a, b, c,d,(n = a*>+ b* + ¢ + d?)
onde x2 = x - x. Mas como definir x’?

Existem infinitos primos.
(Teorema de Euclides)

Vn,3m, ((m > n) A Primo(m))
Primo(n) <= ((n>2)A(Vm,(m|n) — ((m=1)V (m = n)))



Teoria dos conjuntos

A teoria dos conjuntos tem uma dnica relacdo fundamental:
€ (pertence, é elemento de).



Teoria dos conjuntos

A teoria dos conjuntos tem uma dnica relacdo fundamental:
€ (pertence, é elemento de).

Outras constantes e relagles sdo definidas a partir dela.



Teoria dos conjuntos

A teoria dos conjuntos tem uma dnica relacdo fundamental:
€ (pertence, é elemento de).

Outras constantes e relagles sdo definidas a partir dela.
Por exemplo, a inclusdo entre conjuntos:

XCY = MZ,(ZeX)—=(Z€Y)).



Teoria dos conjuntos

A teoria dos conjuntos tem uma dnica relacdo fundamental:
€ (pertence, é elemento de).

Outras constantes e relagles sdo definidas a partir dela.
Por exemplo, a inclusdo entre conjuntos:

XCY = MZ,(ZeX)—=(Z€Y)).

g% O que significa X C Y7



Teoria dos conjuntos

A teoria dos conjuntos tem uma dnica relacdo fundamental:
€ (pertence, é elemento de).

Outras constantes e relagles sdo definidas a partir dela.
Por exemplo, a inclusdo entre conjuntos:

XCY = MZ,(ZeX)—=(Z€Y)).

g% O que significa X C Y7
Segundo alguns autores, tem o significado acima.
Segundo outros autores,

XCY < (XCY)A(X#£Y))
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Alguns fatos basicos sobre conjuntos

Se sabemos quem pertence a um conjunto,
conhecemos o conjunto.
(Axioma da Extens3o)

VX, Y,(XCY)A(YC X)) = (X=Y)
Podemos formar conjuntos com dois elementos dados.
(Axioma do Par)
vX,Y,3Z, VW,
WeZ)< (W=X)v(W=Y))

Escrevemos Z = {X, Y}.

Dado um conjunto e uma propriedade, podemos tomar o
subconjunto dos elementos satisfazendo a propriedade.
(Esquema da Selegdo)

VX, 3Y,VZ, (Z € Y) & (Z € X) A d(2))
Escrevemos Y ={Z € X | ¢(2)}.
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Paradoxo de Russell

e

R=1{X]|X¢X}

Seja

Assim,
VX, (X € R) < (X ¢ X))

Tome X = R: temos

(ReR) < (R¢R))

$404

Mas isso é um absurdo!

Onde estd o erro?
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Tudo ou nada
Dado Y, podemos definir (usando o Esquema da Sele¢3o)

Ry ={XeY|X¢gX}

Temos
VX e Y, (X €Ry)+ (X¢X))

e portanto
Ry CY, Ry¢Y.

Em particular, dado um conjunto Y sempre existe Z com Z ¢ Y.
Existe o conjunto vazio

g=0={XeY|0=1}

Temos
VX, X ¢ @.

Por outro lado n3o existe um conjunto V' de tudo:

IV, VX, X € V.
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Fundacao

S6 podemos formar conjuntos a partir de material pré-existente.
Nunca temos X € X.
Também nunca temos (X € Y) A (Y € X).

Assim, o “conjunto” R que tentamos construir
no Paradoxo de Russell é R = V:
sabemos que V' n3o é um conjunto.
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Unido, intersecao e diferenca

Dado um conjunto X, existe o conjunto de todos os elementos de
elementos de X. (Axioma da Unido)

VX3IYVZ, Ze Y & AW((Z € W) A (W € X))).

Escrevemos Y = | X.
Dados A e B, definimos a unido de A e B:

AUB=| J{A B} ={Z|(Zc€A)V(ZeB)}.
Outras operacdes com conjuntos: intersecdo e diferenca:

ANB={ZcA|ZecB}={ZecB|ZcA}
ANB={ZcA|Z¢ B}

@ Muitos autores escrevem em vez A — B.
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Partes

Dado um conjunto X, seja
P(X)={Y|YcX}

0 conjunto das partes de X, também chamado de poténcia de X.
A existéncia de P(X) é garantida pelo Axioma da Poténcia.
Assim, dado X e uma propriedade ¢ podemos definir

Y ={Y c X|o(Y)} € P(X).
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Pares ordenados e produtos cartesianos

Dados a, b, podemos formar um par ordenado (a, b).
A propriedade fundamental é

(20, bo) = (a1, b1) <= ((a0 = a1) A (bo = b1))

Uma construgdo possivel é (a, b) = {{a},{a, b}}. Verifique.

O produto cartesiano de Ae B é
Ax B={(a,b)| a€ A bec B}.

A existéncia de A x B segue do Axioma da Poténcia junto com o
Esquema de Selecao.
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Sejam A e B conjuntos.
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Funcoes

Sejam A e B conjuntos.
Uma fungdo de Aem B é f = (A, B,T) onde:
> [ C Ax B;
» Yac A, dbe B,(a,b) €T;
> Vae A Vb, b € B,((a, bo),(a,b1) €T) — (by = b1).

As duas dltimas condi¢Ges podem ser reescritas como:
Vaec A,Jlbe B,(a,b) eT.

Em qualquer caso, se (a, b) € I' escrevemos b = f(a).
Os conjuntos A, B e I sdo o dominio, contradominio e grafico
da funcdo f, respectivamente. Escrevemos f : A — B.

@ Muitas vezes confundimos f com I.
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Uma funcdo f : A — B é injetora se
Vao,a1 € A, ((f(ap) = f(a1)) — (a0 = a1))
Equivalentemente (contrapositiva):
Vag, a1 € A, ((a0 # a1) — (f(a0) # f(a1)))
Uma funcdo f : A — B é sobrejetora se
Vbe B,dac A f(a)=0b

Uma func3o é bijetora se for injetora e sobrejetora.
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|ldentidade, compostas e inversas

Seja A um conjunto.
A funcdo identidade ida : A — A é definida por

Vae A ida(a) = a.

Sejam f : A— B e g: B — C funcdes.
Defina a composta gof : A— C por

Vae A, (gof)(a) =g(f(a)).

Seja f : A — B uma fungdo bijetora.
A funcdo inversa f~1 : B — A é definida por

Yac A Vb€ B,((f(a) = b) <> (F1(b) = a))
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Inversas laterais

Seja f : A — B uma fung3o bijetora.
A inversa f~1: B — A é caracterizada por

f~lof =ida, fof!=idg.

Se A#ef:A— Béinjetora entdo f admite
uma inversa a esquerda: uma funcdo g : B — A satisfazendo

gof =ids.

Se f : A— B é sobrejetora entdo f admite
uma inversa a direita: uma funcdo g : B — A satisfazendo

ng:idB.

@ Esta dltima afirmacdo é o Axioma da Escolha.
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Imagens e imagens inversas

Seja f : A— B uma fungdo. Seja X C A.
A imagem de X por f é

fIX]={f(x),xe X} ={be B|3Ixe€ X,b=f(x)} CB.
@ Muitos autores escrevem f(X).

A imagem de f é f[A] C B.
@ N3o confunda contradominio e imagem!

Seja Y C B. A imagem inversa de Y por f é
fY]={ac A|f(a) € Y} CA

Note que f~1[Y] C A estd bem definida mesmo quando
a fun¢do f : A — B n3o ¢ injetora.



