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Nome: Inscricao:
Assinatura: Identidade:

Questao | Valor | Nota | Revisao
1 1,5
2 1,5
3 1,5
4 1,5
5 2,0
6 2,0
Nota final | 10,0

Instrucoes

e Mantenha seu celular completamente desligado durante toda a prova.
e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

e A prova pode ser resolvida a lapis comum, caneta azul ou caneta preta.
Use lapis ou canetas de outras cores apenas para desenhos ou diagramas.
Vocé tem o direito de usar régua, compasso, esquadro e transferidor.
Voce pode usar borracha.

e Nao destaque as folhas da prova.
Caso voceé precise de mais rascunho, peca ao fiscal.
Ele grampeard folhas em branco ao final da sua prova.
Todas as folhas utilizadas devem ser grampeadas e entregues.
Suas anotacoes no rascunho poderao ser usadas a seu favor.

e Todas as respostas devem ser justificadas.



1. (1,5 ponto) Seja P(z) = 22? — 1.
(a) Encontre todas as solugoes reais de P(x) = x.

Quantas solugoes complexas existem?

(b) Encontre todas as solugoes reais de P(P(z)) = x.
Quantas solugoes complexas existem?

(c¢) Quantas solugoes reais tem a equagao P(P(P(z))) = z?
Quantas solucgoes complexas existem?
Quantas solugdes reais estdo no intervalo aberto (0,1)?



2. (1,5 ponto) Dentro de um circulo Cey de raio R =1 temos um circulo
concéntrico Ciy de raio ryy < 1. Temos também 5 circulos Cy, . ..,C4 de raio
r1 < 1, como na figura (o circulo Cy,, é bem pequeno, no centro da figura).

Denotamos C5; = Cy, C¢ = C; e assim por diante de tal forma que Cs,; = Cy.
Cada circulo Cj, é interior e tangente a Cqy, exterior e tangente a Ciy, Crio €
Cr—o. Além disso, cada circulo Cy cruza os circulos Cj 1 e Cx_1.

Determine os valores de i, e de r1. Simplifique sua resposta.



3. (1,5 ponto)

Jorge joga uma moeda comum e anota os sequencialmente os resultados,
com H para cara e T para coroa. Depois ele usa colchetes para juntar
blocos de resultados iguais. Assim, por exemplo, ao jogar a moeda 10 vezes
sabado de manha ele obteve como resultado

[H][T][H][T][HHHH][TT],

com 6 blocos, sendo o maior de comprimento 4.
Depois do almogo ele repete o processo jogando a moeda n vezes.

(a) Qual é o ntimero de blocos mais provavel de ocorrer?
Qual ¢é a probabilidade de que ocorra exatamente este nimero de
blocos?

(b) Qual é a probabilidade de que o maior bloco tenha tamanho 17
(¢) Qual é a probabilidade de que o maior bloco tenha tamanho 27

Suas respostas devem ser dadas em funcao de n; simplifique.



4. (1,5 ponto) Seja 0§ = 27/13. Sejam

ay = 2cos(f) + 2 cos(50),
ay = 2cos(20) 4 2 cos(36),
a3 = 2cos(40) + 2 cos(66).
(a) Encontre um polinémio nao nulo P de grau 3 com raizes oy, as e as.
Simplifique.

(b) Encontre um polinémio @ de grau menor ou igual a 2 satisfazendo
Qo) = ag, Q(a2) = az, Q(a3) = a;. Simplifique.






5. (2,0 ponto) Seja fo: R — R,

folt) = 5 (1t =11 = 20 + |t + 1]).

Defina recursivamente funcoes f,, : R = R, n € N, por

Fua(6) = folt) + 5 (4 = 6) + 3 fu(dt +6).

(a) Esboce os graficos de fy, fi e fo.

(b) Diga se existe C; > 0 tal que para qualquer n € N e para quaisquer
to, t1 € R valha

[ fu(t1) = falto)] < Chilts — tol.
Justifique. (Note que C; nao deve depender de n, tg ou t;.)

(c) Diga se existe Cy > 0 tal que para qualquer n € N e para quaisquer
to,t1 € R valha

| fa(t1) = fu(to)| < Con/[t1 — tol.

Justifique.






6. (2,0 ponto) Seja g : N — N a fungao definida recursivamente por
9(0)=0, g(1)=1,  gn+2)=29(n+1)+gn).
Assim temos, por exemplo,
9(2) =2, g(3)=5, g(4)=12, g(5)=29, g(6)="70, g¢(7)=169.

(a) Encontre o dltimo algarismo de g(2020). Justifique.

(b) Seja h: N — N a funcao definida recursivamente por
h(0) =0, h(n+1) = g(1+ h(n)).
Assim temos, por exemplo,

h(1) =g(1+0)=1, h(2)=g(1+1)=2,
h(3)=g(1+2) =5 h(4)=g(l+5)=T70,
h(5) = g(1 + 70) = 531531081917181734003902441.

Encontre o dltimo algarismo de ~(2020). Justifique.






