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GABARITO

1. [1¥, pt] Sejam A, B C R conjuntos nao-vazios limitados superiormente. Suponha que para
todo a € A existe algum b € B tal que b > a. Prove que sup A < sup B.

Resolugao: Seja a € A arbitrario. Por hipotese, existe b € B tal que b > a. Como
sup B é cota superior de B, temos b < sup B. Logo a < sup B, o que prova que sup B é
cota superior de A. Como sup A é a menor cota superior de A, temos sup A < sup B.

2. [1 Y pt] Prove que se (x,) é uma sequéncia convergente entao lim|z,4+1 — x,| = 0.

Resolugao: Seja L = limz,, Seja € > 0 qualquer. Por defini¢ao de limite (aplicada ao
ntmero positivo ¢’ = £/2), existe ng € N tal que n > ng implica |z, — L| < €/2.

Suponha n > ng. Entao também vale n 4+ 1 > ng. Usando a desigualdade triangular:
e €
|xn_$n+1| < |5Un—L|+|SUn+1—L| < 5—{—5 =c.

Isso prova que lim |z, 11 — x,| = 0.

3. Diga se cada afirmacao é VERDADEIRA ou FALSA, provando ou dando contra-exemplo:

(a) [13; pt] Se X C R é um conjunto infinito nao-enumeravel entdo X contém algum
intervalo [a, b] com a < b.

Resolugao: Afirmagdo FALSA. Vimos em aula que o conjunto X dos irracionais
é infinito nao-enumeravel, e que todo intervalo [a,b] com a < b contém um nimero
racional (logo nao é verdade que [a,b] C X).

(b) [1% pt] Se a sequéncia (z,,) é limitada e limy,, = 0 entao lim z,y, = 0.

Resolugao: Afirmacao VERDADEIRA. Como a sequéncia (x,,) é limitada, existe
M > 0 tal que |z,,| < M para todo n € N. Seja € > 0 arbitrario. Como limy,, =0
ee/M > 0, existe ng € N tal que n > ng implica |y, —0| < ¢/M. Logo |z,y, —0| <
Mly,| <e.

(c) [1% pt] Se limy, =0 e limz,y, = 0 entao a sequéncia (x,) é limitada.

Resolugao: Afirmagdo FALSA. Se x, = n e y, = 1/n? entdo limy, = 0 e
lim z,,y, = 0, mas a sequéncia (x,) nao é limitada.

4. (a) [1% pt] Prove a seguinte “desigualdade de Bernoulli melhorada™

-1
neN, z>0 = (1+x)"21+n:c+%x2.



Resolugao: Se n = 1 a desigualdade fica (1+2)! > 14 1z 4022, que é verdadeira.
Por indugao, suponha que n € N é tal que (14 )" > 1+ nz + @aﬂ para todo

x > 0. Multiplique ambos os lados por 1 + x (que é positivo), obtendo:

1+2)" > (1+mc+@x2>+(x+mc2+%>

>0
n+1)n ,

>1+(n+1z+ 5T

que é a desigualdade em questdo com n + 1 no lugar de n. Isto prova a afirmacao
por inducao.

n
(b) [1% pt] Use o item (a) para provar que: lim o = 0. Atengio: Nio vale usar nenhuma
n—o0

propriedade de limite além das que foram provadas em aula!

Resolugao: Usamos o item (a) com z = 1:

n 2n

< = .
“1l4+n+nn-1)/2 n2+n+2

mn
0< 5

Se provarmos que o lado direito converge a zero quando n — oo, entao pelo “Te-
orema do Sanduiche” (provado em aula) iremos concluir que lim 57 = 0. Para
analisar o lado direito, dividimos numerador e denominador por n?:

. 2n . 2/n
lim =lim
n?+n+4 14+1/n+2/n?
2lim(1 2.0
i 2 m(1/n) - —0.
14+ lim(1/n) +2(lim1/n)2 140+ 2-02
(Usamos propriedades aritméticas de limites e que lim(1/n) = 0; tudo isso foi

provado em aula.

Resolugao: Outra maneira, mais esperta: Partindo do item (a), temos: 2" >
14+n+ n(n2—1) = "2+2”+2 > ”72 Logo 5 < % Daqui é mais facil terminar. ..
Curiosidade: Como vimos agora, é verdade que 2" > n?/2 para todo n. Mas
tente provar isso por inducao (faga isso!); vocé nao conseguira! Por outro lado,
a afirmacio mais forte 2 > (n? + n + 2)/2 pode ser provada por indugdo sem
problemas (as contas sdo as mesmas da parte (a) com z = 1). Este é um (falso)
paradoxo conhecido dos matematicos: Demonstrar uma coisa mais forte pode ser
mais fdacil! No caso em questao, a explicacdo é que a 2% hipotese de indugao é mais
forte e assim permite uma conclusao mais forte.
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