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1 Introducao

e O conceito de autdmato celular fo1 introduzido nos anos cinqiienta por
von Neumann;

e tcm s1do estudado como objeto matematico e aplicado para resolver diver-
sos problemas da fisica, biologia, computacgao, etc.;

e Como objeto matematico, os automatos celulares sao sistemas dinamicos
simbolicos.



Sendo um sistema dinamico, seu estudo se faz basicamente baixo dois pon-
tos de vista:

¢ Topologico: dinamica topoldgica e recodificacao;

e Probabilistico: dinamica abstrata;

evolucao de medidas de distribuicao iniciais através da
dindmica do autdomato celular.



1.1 Dinamica simbolica

ESPACOS SHIFT

¢ Seja A um conjunto finito com ¢ elementos (alfabeto)

e Seja A” o full shift sobre A: A% := {(x;)icz,: 1 € A Vi € 2},

e Consideramos em A% a topologia dos cilindros: Paran € N, j € z e

agp, ai . .., a, € A, definimos:

[CLO, Ay, ... Mn]j = {(fﬂi)iez . L = Ay, 0 <1< n}



eseja (A%, o) 0 SDT no qual o : AZ — A% é o mapa shift:

o ((xi)iéz) = (Tit1)iez.

e Dizemos que A C A% é um espaco shift se A é um conjunto fechado e
o-invariante, isto €, se o(/\) = A.

e Se A € um espago shift, entdo (A, o) é também um SDT.



CODIGOS DE BLOCO
e Sejam A 4 C A% e Ao C G* dois espacgos shift.

of : Ay — Aqg é dita um codigo k-bloco se existem £, > 0, com k =
{+r+1,ef: A" — G tais que

X:( : Lj—fyeeeyLjeeyLjqr ; )

Nesse caso, dizemos que f tem memoria £ e antecipacao 7.

¢ Equivalentemente f é continnaefooz=o0gz0f.



AUTOMATOS CELULARES (A.C.)

Um A.C. é uma dupla (A, ®), onde

A C A% ¢ um espaco shift

® : A — A um codigo de bloco.



EVOLUCAO DE MEDIDAS INICIAIS:

e dado um autdmato celular (X, P)
e ¢ uma medida de probabilidade i sobre os Borelianos de X;

e como 4 evolul baixo a dinAmica de & ?

Isto €, a medida p o & converge a uma medida estacionaria quando n
cresce ao infinito?

Ou a distribuicdo em média de Cesaro N—!- > ! ;0 ®~" converge quando
N vai a infinito?



AUTOMATOS CELULARES ALGEBRICOS:

A regra local é dada por alguma operacio algébrica sobre A%

Por exemplo, suponhamos que e é uma operagao de grupo sobre A e O
A — A com regra local ¢ : A> — A definida por

O(xo, 1) = n(x0) ® p(21) ® C,

onden: A— Aep: A— Asidoendomorfismos e c € A.



2 O caso mais simples

e Consideramos em {0, 1} a operacdo de soma médulo 2, isto €, consider-
amos o grupo ciclico z, := ({0,1}, +);

e a operacao + sobre o alfabeto {0, 1} induz o grupo shift

(25)" = ({0, 1}7, +):

e consideraremos o autdmato celular @ : (z,)% — (2,)% cuja regra local é

¢(a,b) =a+ b, Va,b € A.



e Seja 11 a medida de Bernoulli sobre (z,)%, definida por

e Existe (e qual €) o limite de it o " quando n vai a infinito?



De fato, a +-ésima coordenada da sequéncia " (x) é dada pela expressao:

[ T+ Tjin, sen = 2F
(P"(x)). = < (1)

1
X (iUz T %m) T (%‘H - $z+n+1)a sen =2+ 1,

e logo

P+ (1 —p)?, sen = 2"
po ®7"([0];) = < (2)
pt+ (1 —p)t+6p*1 —p)?, sen =28 + 1.

\

Daise p # 0, 1/2, 1, entdo o @‘”([O]i) terd valores distintos e fixos que
dependem de n, ndo podendo existir o limite.



Examinemos um tipo mais fraco de convergéncia, que €, o limite em meédia
de Cesaro da distribuicao inicial pela acao do autdomato celular:

Teorema 2.1. Se /1 é uma medida de Bernoulli sobre {0, 1}~ e ((22)%, ®) é um
automato celular de grupo, entdo

onde v ¢ a medida uniforme de Bernoulli.



Demonstracdo. USA ANALISE HARMONICA

7

e scja & 0 grupo caracteristico de (z,)”, o qual consiste no subgrupo Abeliano

e contdvel de (7,)% definido por:

\

& = {g_(gi)igzé{o,l}zi Zgi<00>.

1EZL )

edado g € {0, 1}%, definimos o rango de g, como 7(g) := Yicz i.



O grupo caracteristico pode ser interpretado como o dual de (z;)% e podemos
definir para g € & e x € {0, 1}# o produto dualidade

< g, x>=g(x):=]](1—2x)%

<y

Podemos considerar a restricao de ¢ sobre &, a qual continuaremos deno-
tando por ® e pode ser interpretada como o endomorfismo dual.

Dada uma medida y sobre {0, 1}%, a sua tranformada de Fourier serd dada
para g € & por

i) = [, . 8EX)du(x).

{0,1}*



E bem conhecido que uma sucessio de medidas de probabilidade

(1tn)nen converge a uma medida de probabilidade v
S€ somente se
a sucessao formada por suas respectivas transtormadas de Fourier

(ftn)nen converge pontualmente a uma funcao definida positiva
com (0) = 1.

Em tal caso 1 é a tranformada de Fourier de v.



Dado g € & distinto do elemento neutro, temos que:

3)



A equacao anterior implica que se 1 € a medida uniforme de Bernoulli (1sto
é, p = 1/2), entdo i(g) = 0 para g distinto do elemento neutro.

Por outro lado, se [i(g) = 0 para g distinto do elemento neutro e [i(0g) = 1,
entao € a medida uniforme de Bernoulls.

Dado g € & distinto do elemento neutro e dado M > 0, se tem que

%m < N:rd(g) <M — 0. (4)

o N —00

Ademais, dado g € & segue que para todo M > 0 se tem



VA




Usando a equacdo acima e a equacgao (4), obtemos que

[im sup
N —00

Logo,

S WLEE)

[im sup

N—o0

e dai se deduz que

< |1 —2p"

para todo M > 0.




Para finalizar, vemos que para todo x € {0, 1}% se tem

Os(x) = JI(1 —22;)" =1,
i
e logo

1(0g) = /{ 112 08 (X)d,(x) = /{ 1y L(x) = 1
Como 9"(0g) = 0g, segue que ji(P"(0g)) = 1 e portanto

N —00

Q(O@) = lim %%1 ((I)n(()qj)) = 1.

Dai concluimos que a medida uniforme Bernoulli v € o limite da média de
Cesaro da medida .




Espaco Regra Medida M¢étodo Refer.
(Z9)% Grupo Bernoulli An. Harm. Lind
(Z5)% Grupo Markov An. Harm. Ferrari-Maass-Martinez
(Zps)Z Linear Dec. Somavel Teo. de Regen. iﬁa;;el\zdﬁ;
(@le T, ) Difusivo Harm. mesc. An. Harm. Pivato-Yassawi (2)
(D, Z,,,)" Afim Dec. Somavel An. Harm. Host-Maass-Martinez
Sa C | ES% (Z,)") 74 Linear Markov Teo. de Regen. li\fvzizsxssgl\fvll@(zz)
-
N C (é(zpz)n@)z Afim Dec. Soméavel Teo. de Regen. Maa;z-bl\gignez-
i—
Ny C (é(zponz)z Estrut. Dec. Somavel Conjug. em Sobottka
i=1 Compat. Medida




EXEMPLOS DE AUTOMATOS CELULARES ALGEBRICOS:

O(xo, x1) = n(xo) ® p(z1) @ C
Os autOmatos algébricos da forma anterior para uma operagcao e de grupo,
sd0 bipermutativos e classificados como segue:

-sen: A — Aep: A — A sdo automorfismos que comutam, isto &,
n o p = pon,entdo dizemos que ¢ € um a.c. afim;

-sen: A— Aep: A— Asdo automorfismos que comutam e ¢ = 0 4 (isto
é, ¢ € o elemento neutro do grupo (A, e)), entdo ® recebe o nome de a.c.
linear;

-se n = p =1d e c = 04, entdo dizemos que ¢ € um a.c. de grupo.



MEDIDAS DE PROBABILIDADE SOBRE OS ESPACOS SHIFT

Dado um espaco shift A C A%, podemos considerar uma medida j sobre 0s
Borelianos de A e invariantes pelo mapa shift. Por exemplo, quando A = A%,
podemos definir:

¢ Medidas de Bernoulli: definida por um vetor p = (p;);c4 com p; > 0 para

todo? € Ae X;cap; = 1, tal que para todo cilindro |ag, ai, . .., a,|; se tem
M([af@) Ay ... 7an]j> — paopa1 "t °pan-

Quando p; = 1/ | A| para todo ¢ € A, dizemos que y € a medida uniforme
de Bernoulli.



e Medidas de Markov: definida por um vetor de distribui¢do p = (p;)ica €
por uma matriz estocdstica P = (F;;); je, verificando para todo cilindro

M([aOa ai, ... 7an]j) — paOPaoa1Pa1a2 " Pan_lan-

Note que o suporte de uma medida de Markov € justamente uma cadeia
de Markov topologica. Assim, € equivalente (desde o ponto de vista da
dindmica abstrata) considerar medidas de Markov definidas sobre full shifts
ou sobre a cadeia de Markov topologica que a suporta. Observe que, por
definicao, medidas de Bernoulli € medidas de Markov sao medidas invari-
antes pelo mapa shift.



e Medidas com conexoes completas e decaimento somavel: € uma medida
invariante pelo mapa shifta qual possui as seguintes propriedades:

Se A~V ¢ a projecdo de A% sobre as coordenadas negativas e para cada
w € AN consideramos o espaco Y definido como a projecdo do con-

junto {(g;)iez € A% : g; = w;, i < —1} sobre A",

entdo podemos definir uma medida de probabilidade j,, sobre >, condi-
cionando p ao passado w.

Dai, dizemos que i tem conexoes completas se para todoa € Ae w &€
AN se tem pu(a) == pw(lalg) > 0.



Se ademais, as quantidades +,,, definidas para m > 1 por

[ v, we AN \
. fo(a) | . - |
Vi, 1= SUP 4 Ll :vj=w, 1 <o <m; o, (5)
| fow(a) ac AN |

SA0 tais que X_,,>1 Ym < 00, entdo dizemos que 1 tem decaimento somavel.



