P4 de Equacoes diferenciais e de diferencas
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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
lc 2.0
2 2.0
3 2.0
Total 10.0
Instrucoes

Desligue o seu celular.

Nao destaque as folhas da prova.
e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.
e A prova pode ser resolvida a lapis ou a caneta.

e Vocé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo:

(a)
y'(t) =6y () +9y(t) = €™, y(0)=1, ¥'(0)=0.

Primeira solugao:

A equacao associada A2 — 6\ + 9 = 0 tem raiz dupla A = 3 donde a
solucao da equacao homogénea associada é

yn(t) = CLe® + Oyte.

E natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma
yp = C3e®. Substituinda na equagao temos C3(25 — 30 + 9)e* = e
donde C3 = 1/4. Assim a solugao geral é

5t

1
y(t) = 16575 + C’le?’t + Cgtegt;

substituindo temos y(0) =1/4+ C; =1 donde C;, =3/4 ¢
y'(0) =5/44+9/4+ Cy =0 donde Cy = —7/2. Assim
1

3 7
y(t) — Ze51t 4 Z631‘, _ §t63t.

Segunda solucgao:
Aplicando a transformada de Laplace,

1
Y —s—6sY +6+9Y = ——
s—5
donde
1 1
Y_32—65+9<8_6+3—5>
B 1 N 3 B 7
4(s—=5b) 4(s—3) 2(s—3)?
donde

1 3 7
y(t) — Z6515 4 Ze?n‘, _ §t63t.



2-¢t, 0<t<2
0, t>2,

y'(t) — 9y (t) + 20y(t) = {

Solucao:
O lado direito da equagdo pode ser reescrito como 2 — t + uq(t)(t — 2).
Aplicando a transformada de Laplace,

2 1 e
2Y —9sY 420V =2 — — 4 &
s s? 52
donde
1 2 1 e
Y = - _ -
(s—4)(s—5)<s s2+s2)
B 2 1 e 28
Cs(s—4)(s—5) s%s—4)(s—5) s%s—4)(s—5)
Temos
2 1 Lo, 2
s(s—4)(s—5) 10s 2(s—4) 5(s—5)’
1 9 1 1 1
s?(s —4)(s—5) 400s  20s®2 16(s—4) 25(s—b)
donde

|
Y= 1o (31 — 20t — 1756 + 144€% 4

+us(t) (9 4 20(t — 2) — 2564072 4 1652) )



v - =n a=(3 23 o=(2). o= (7).

Solucgao:
Temos pa(A) = A2 + 9 donde os autovalores de A sao +3i. Assim, por
calculo funcional,

et = cos(3t)I + sen(3t)A
_ 1 (3cos(3t) + 4sen(3t) —5sen(3t)
3 5 sen(3t) 3cos(3t) —4sen(3t) )

E natural conjecturar que a equagao acima tenha uma solucao
constante: —Ay, = b implica y, = (3, 3). Assim a solucao geral é

(1) = 3 n 1 (3cos(3t) + 4sen(3t) —5sen(3t) ¢
=13 3 5 sen(3t) 3cos(3t) —4sen(3t) ) \c2 /)’
Temos y(0) = (3,3) + (c1,¢2) = (2,0) donde ¢; = —1eco=—-3 ¢
portanto

3 cos(3t) + 4sen(3t) —5sen(3t) -1
5 sen(3t) 3cos(3t) —4sen(3t) ) \ -3
1 9 — 3 cos(3t) + 11sen(3t)
3\9—- 9cos 3t ) + 7sen(3t)



2. Sabendo que

y'(t) =ty (t) +y(t) =1, y(0) =0,4'(0) =1,

determine y* (0) para k = 2,3, 4.
Primeira solugao:

Escreva
y:ao+a1t+a2t2+a3t3+a4t4+... :

temos ag = y(0) =0 e a; = ¢/(0) = 1. Temos ainda

Y = ai + 2ast + 3asgt® + dagt® + - -,
ty' = ait + 2at® + 3agt® + dagt* + - - |
y" = 2ay + 6ast + 12a4t> + - - - |
y' —ty +y = (2ay + ap) + 6ast + (12a4 — ag)t* +--- = 1.
donde 2a3 + ag = 1, 6az = 0 e 12a4 — ay = 0 e portanto ay = 1/2, a3 = 0,
as = 1/24. Como a;, = y*(0)/k! temos y"(0) = 1, y®(0) = 0, y¥(0) = 1.
Segunda solucgao:

Substituindo na equacao temos y”(0) + y(0) = 1 donde y"(0) = 1.
Derivando os dois lados da equacao diferencial do enunciado temos

y® —ty" =0 (*)

e substituindo ¢ = 0 temos y®®(0) = 0. Derivando os dois lados da equacio
(%) temos
y @ — @y =0

e substituindo ¢ = 0 temos y*(0) — y”(0) = 0 donde y™¥(0) = 1.



3. A seqiiéncia (y,) satisfaz

Yn42 = 2yn+1 - 2yna Yo =Y1 = L.
Determine yss e y39 (simplifique sua resposta).
Primeira solugao:

As raizes da equacao associada A2 —2\+2=0sao A =1+1i = V2eET
donde a solugao geral da equagdo é y, = C1(1+14)" + Cy(1 — i)™. Das
condigoes iniciais, C1 = Cy = 1/2 donde

Ue = (14 0)" + (1 — i)") = 23 cos (T) .

2 4
Assim
19
yss = 2 cos (—W) =0,
2
19 39m 19 m 19
Y39 = 292 cos )= 2194/2 cos (_Z) = 277 = 524288.

Segunda solugao:

Aplicando a recorréncia,
Yo=t=1 y=0, ys=-2
yr=ys =—4, y=0, yr=38.
Observamos que ¥, 14 = —4vy,. Assim,
Yss = Yo.ar2 = (—4)y2 = 0,
Ysg = Yo.ar3 = (—4)y; = 2" = 524288.
Terceira solugao:
Aplicando a recorréncia,
Yo=n=1 1=0 y=-2
yi=ys=—2% y=0, yr=2
ys=yo =2 y0=0, yn=-2°
Y12 = Y13 = —2°, y1a =0, yi5= 27;
Y16 = Y17 = 28; s =0, Y9 = —29;
Y20 = Y21 = —2107 Yo =0, Yoz = 2117
Yoa = Y25 = 212; Yoo =0, yor = —2137
Y28 = Y29 = —2147 Yso =0, ys1 = 2157
ys2 = Y33 = 2'%, ysa =0, yzs=—-2",
yso = ysr = —2'%, Yz =0, yz0 = 2"



