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Questao | Valor | Nota | Revisao
la 2.0
1b 2.0
2a 1.5
2b 1.5
3a 1.5
3b 1.5
Total 10.0
Instrucoes

Mantenha seu celular desligado durante toda a prova.

e Nao é permitido usar nenhum tipo de calculadora.

Nao destaque as folhas da prova.

e A prova pode ser resolvida a lapis, caneta azul ou preta. Nao use caneta
vermelha ou verde.

e Voceé nao tem o direito de consultar anotagoes.

Todas as respostas devem ser justificadas.



1. Resolva os problemas de valor inicial abaixo, isto é, encontre a funcao y(x)
que satisfaz a equacao diferencial e as condic¢oes iniciais dadas.

(a)
y' — 'y =2z", y(0)=0.
Primeira solugao:
Reescreva a equagao como

/

Y 2
=
y+2

que pode ser resolvida pelo método das varidveis separaveis:

_dy

:/x2dx,
Y+ 2

i
In(y +2) = — + Co,

3
3
y=—-2+4Crexp (%) .
Substituindo as condigdes iniciais temos y(0) = —2 + €7 = 0 donde

01:26

3
y=—242exp (%)



Segunda solugao:

Esta é uma EDO linear de primeira ordem. Vamos primeiro resolver a
equagao homogénea associada

Y — °yn =0
separando variaveis:
d
S _ / zdx,
Yh
3
x
In Ynh = E + 02,
3
x
Yn = CS €xXp (_> )
3
A solucao particular y, = —2 pode ser facilmente encontrada por

inspecao. Alternativamente, por variacao dos parametros:
yp = zexp(x®/3) implica y, = 2" exp(z®/3) + 2?2z exp(x®/3) e
substituindo na equacao temos 2’ exp(z3/3) = 2z ou

ZUS x?’
z = 2/exp (_E) 22dr = 2/e“du = —2e "= —2exp (_§>

(onde fizemos a substitui¢ao u = z*/3) donde temos y, = —2. De
qualquer forma, a solucao geral é

23
y=—2+Ciexp <§)

e pelas condigoes iniciais temos

3
y=—242exp (%)



yv' + 2y +y=2cosx, y(0)=1y(0)=1.

Solucgao:

A equacao associada A? + 2\ + 1 = 0 tem raiz dupla A = —1 donde a
solucdo da equacdo homogénea associada é y, = Cre™® + Coze ™. E
natural conjecturar que exista uma solucao particular da forma

yp = C3cosx + Cysenx. Temos

Yy, + 2y, +yp = 2Cycosx — 2C3senx = 2cos x
que de fato é satisfeita para C5 =0 e Cy = 1. Assim a solugao geral é
y=senx + Cie " + Coxe™ .
Temos y(0) =C1=1ey(0)=1-C;+Cy=1donde C; =Cy=1¢e

y=senx + (1 + x)e "



2. Considere a equacao de diferencas abaixo:

Yni2 = 2Ynt1 +20n =1, o=y =3.

(a) Encontre uma férmula para y,,.
(b) Calcule y4o (simplifique sua resposta).
Solucao:

(a) A equacao associada A\* — 2\ + 2 = 0 tem raizes complexas conjugadas
1 44 =+/2e*/*. A solucao particular ¢, = 1 pode ser facilmente
encontrada por inspe¢ao donde a solucao geral da equacao de diferencas é

Yo = 14+ CL(1+9)" 4+ Cy(1 — )" = 1 + C52"% cos(nm/4) + C42"? sen(nw/4).
As condigoes iniciais dao
Yo =14+ (140" + (1 —i)" =1+ 20*+2/2 cos(nr /4).
(b) Temos
Yo =1+ (1 4+ 4+ (1 —i)® =1+ 2% cos(217/2) = 1.
Pela primeira férmula a simplificagao segue de (1 + 7)? = 2i donde
1+ =2%e (14+9)" = ((1+1)%)°(1 +1)* = 221i e analogamente

(1 —1)* = —221. Pela segunda férmula basta observar que
cos(21m/2) = cos(m/2) = 0.



3. Considere a equacao diferencial
/! /
Yy +by +4y =0
onde b > 0 é um parametro real.

(a) Encontre a solucdo geral da equagao (divida em casos se necessario).

(b) Determine para quais valores do parametro b a equagao admite solugao
nao trivial (i.e., ndo identicamente nula) satisfazendo

Solucao:
(a) A equagao associada A? + b\ + 4 = 0 tem raizes

bV —16
_ ; ,

A

E conveniente separar em trés casos.
b > 4: raizes reais distintas
Sejam

)\1: 5 </\2

—b— VP2 — 16 b+ VP16
_ . ,

A solucao geral é

y = C1eM?® 4+ Che®. (I)
b = 4: raiz real dupla
Temos que A = —2 é raiz dupla donde a solucao geral é
y=Cie 2 4+ Chze 2. (I1)

0 < b < 4: raizes complexas conjugadas

Seja v = —b/2, B = /16 — b?/2. As raizes sdo o £ (3i donde a solugao geral
é
y = C1e* cos(fz) + Cae®® sen(fx). (I11)



(b) E um fato conhecido e de f4cil verificacao que fungoes nao triviais da
forma (I) e (II) s6 podem se anular no méximo em um ponto (nao existe
oscilagao). De fato, para (I) escreva

Yy = 6)\11(01 + 026()\27/\1)33) =0
Cy 4 CoeP2=)e —

xr = L In Cr
X — M Co
donde a equacao y = 0 tem uma tnica solucao real se C e Cy tiverem sinais

opostos e nenhuma se C; e C5 tiverem o mesmo sinal ou se um dos dois se
anular. Para o caso (II) escreva

Yy = 6_2$<Ol + CQZL‘) =0
_G
Cy

xr =

e a equagao y = 0 admite uma tnica solugao real se Cy # 0 e nenhuma
solucao se Cy = 0.

Para o caso (III) escreva

y = Ce™ sen(f(x — xo)).
Se y(—4) = 0 podemos tomar xy = —4 e temos

y = Ce™ sen(fB(x +4))

donde y(4) = 0 se e somente se sen(83) = 0. Em outras palavras, se e

somente se
V16 — b? _

86 =8
p 2

kmw, k inteiro positivo.
Ou seja,
2 2
V16 — b2 = kr/4 ou 16 — b* = k:21—6 ou b* =16 — kzﬁ.
Devemos verificar para quais valores de k temos

2 2
16—k27lr—6>00u16>k27f—6ou4>k£oukw<16

o que claramente vale para k = 1,2, 3,4,5. Assim os valores de b pedidos sao

2
b= y/16—k27lr—6, k=1,2,3,4,5.



