LISTA 1 DE ANALISE NO R"” 2011

RICARDO SA EARP

Espacos métricos

Primeira parte

eja E um espaco vetorial normado com norma ||||. Deduza que
1) Seja E ial d Ded
Il : £ — R é uma fungao continua.

(2) Sejam Ej, ..., E, espagos vetoriais normados cujas normas sao
1, -- -, |||n, respectivamente.
Seja I/ := Fy X --- X E, o espacgo produto.
(a) Paracadav = (vy,...,v,) € E definimos ||v|| s := max{||vi|[, ..., ||val }-

Deduza que (£, ||||«) é um espago vetorial normado. Note
que (F,||/lc) é um espaco de Banach, se e sé se cada
(E;, ||l];) é um espago de Banach.

(b) Para cada v = (vy,...,v,) € E definimos ||v||; := >_ ||vills-
i=1
Deduza que (E,||||1) é um espago vetorial normado.
" 1/2
(¢) Paracadav = (vy,...,v,) € E definimos ||v]|y := (Z HUZH?> :
i=1

Deduza que (E, ||||2) é um espago vetorial normado.

(3) Seja E um espago vetorial e sejam ||||1 e ||||2 duas normas em E
e escrevemos ) = (E,||||1) e Ex = (E,||||2). Dizemos que |||
“ ¢ mais fina” que ||||2, se existe uma constante positiva ¢ > 0,
tal que ||z||2 < ¢||z|1, Yz € E.

(a) Deduza que a topologia em Ey = (E, ||||1) é mais fina que a
topologia em Es = (E, ||||2), ou seja se U C E é um aberto
de Ey entao U é também um aberto de Ej.

(b) Seja {x,} uma sequéncia em F e seja z € E. Deduza que
se r, — x em F; entao x,, — x em FE5. Em particular,
deduza que se uma sequéncia {z, } tem norma em FE; arbi-
trariamente pequena para n suficientemente grande, entao
também tem norma em FE5 abitrariamente pequena para n
suficientemente grande.

(c¢) Deduza que a aplicagao identidade
Id: By = (E,|||1) = E2 = (E,||||2) é continua.

1



PROFESSOR RICARDO SA EARP

(4) Seja C°a, b] o conjunto das fungoes continuas reais definidas no
intervalo fechado [a,b]. Seja f € C°a,b]. Considere || f|ls :=

b
sup |f(x)|. Considere também || f|l; = [ |f(z)|dz. Finalmente

a<z<b

b 1/2
considere || f||2 = (f |f(:t)|2da:) :

(a) Deduza que (C°[a,b], ||||) é um espaco vetorial normado
(“espago de Banach”).
(b) Deduza que (C°[a,b],|||]1) é um espago vetorial normado.
(c) Deduza que (C°[a,b],|||]2) é um espago vetorial normado
cuja norma é proveniente de um produto interno.
(d) Deduza que a norma ||||« mais fina que a norma ||||;, mais
que |||l1 ndo é mais fina do que ||||oo -
(e) Deduza que a norma ||||« mais fina que a norma ||||2, mais
que |||z n@o é mais fina do que ||||oo -
(f) Deduza que a norma ||||s mais fina que a norma ||||;, mais
que |||l1 ndo é mais fina do que ||||2 -
(5) Seja C'[a,b] o conjunto de todas as fungoes f : [a,b] — R
que possuem derivadas continuas em todos os pontos. Defina

[flly = sup [f(x)]+ sup [f'(z)].

a<z<b a<z<b

(a) Deduza que (C'[a,b],||||1) é um espaco vetorial normado
(“espago de Banach”).

(b) Generalize esta definigdo de espago considerando o con-
junto de todas as fungoes f : [a,b] — R que possuem
derivadas de ordem k continuas.

(6) Considere (E, ||||g) e (F,||||r) espagos vetoriais normados (que,
possivelmente, tém dimensao infinita). Deduza que as afirmagoes
abaixo sobre uma transformacao (operador) linear 7' : E — F
sao equivalentes.

(a) T : E — F é continua,; isto é, fixado a € E qualquer, segue
entao que, dado € > 0 existe § > 0, tal que
|z —alle <6 =|T(x) - T(a)llr <e.

(b) T é continua em 0 € E.

(c) Existe ¢ > 0 tal que ||T(2)||r < c||z||g, Vo € E.

(d) Existe ¢ > 0 tal que ||T(x — y)||r < ¢|lz —y||g, Vz,y € E.

(7) Assuma que T': E — [ é linear, injetora e sobrejetora. Deduza
que T : E — F é um homeomorfismo, se existem constantes
a>0eb>0tal que al|z]|g < ||T(2)||rF < b||z] .

OBS: Se E e F sao espagos de Banach e T é um operador lin-
ear continuo e sobrejetivo de E em F' entdo T é uma aplicagcdo
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aberta: T leva abertos de E em abertos de F' ( Este é o “teo-
rema de Schauder” baseado no “teorema da aplicacdo aberta da
Andlise Funcional”).

(8) Assumindo que E e F sao espagos de Banach deduza que se
T : E — F ¢ linear, injetora e sobrejetora entao 7! é continua
de F' sobre E.

(9) Considere (F, (,)) um espago vetorial munido de um produto
interno (,). Deduza que o produto interno (,) : E x F — R é
uma func¢ao continua.

(10) Dé exemplo de um conjunto ortonormal infinito em ¢2.
(11) Seja C°[0,27] o espago das fungoes continuas com a norma

2w
1113 = [ |f(x)]*dz. Considere o conjunto
0

\/%7, \% cos T, \/L; sin x, \/LE cos 2, \/LE sin 2z, . ... Deduza que S é
ortonormal.

(12) Seja S um conjunto ortonormal de um espago um espago veto-
rial £ munido de um produto interno (, ). Deduza que cada par
de elementos distintos de S estao a uma distancia igual a V2.

(13) Considere (£, (,)) um espago vetorial munido de um produto
interno (,). Seja S C um conjunto ortonormal de FE.

(a) Seja uy,...,u, uma colecdo finita de elementos distintos
de S. Seja x € E. Deduza que

Z (2, u) |? < |22 (desigualdade de Bessel)
i=1

n
Sugestao: Considere o vetor x — Y (x, u;)u;.
i=1
(b) Seja x € E. Deduza que o conjunto dos pontos u € S tal
que (x,u) # 0 é finito ou enumerdvel.
Sugestao: Dado n € N, considere o conjunto dos pontos
u € S tal que [(z,u)| > L.
(¢) Sejam x,y pontos de E. Deduza que

>z )y w)l < =] [yl

u€eS
(14) Seja E' um espago vetorial espago vetorial munido de um pro-
duto interno (, ). Vamos assumir que F seja completo (quando F
nao tem dimensao finita E é chamado de “espago de Hilbert”).
Seja {un,n = 1,...} um conjunto ortonormal de E infinito e
enumeravel.
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(e} o0

(a) Deduza que a série > c,u,, é convergente se esése Y |c,|*> < oo.
i=1 i=1

oo
Neste caso, seja = := > ¢, u,. Deduza a seguinte relagao:
i=1
Cn = (T, Up).
Sugestao: Considere a sequéncia das somas parciais em
n

E, dada por s, = > c,u,, mostrando que esta é uma

=1
[eS)

sequéncia de Cauchy, se e s6 se > |c,|* < co. Em seguida,
i=1

prove que ¢; = (s,,u;) e use a continuidade do produto

interno.

Segunda parte

(15) (a) Assuma que Y = AU B, onde A e B sao subconjuntos
abertos disjuntos nao vazios. Deduza que AN B = 0 e
que BN A = (), ou seja nenhum destes dois subconjuntos
contém valores aderentes do outro.

Sugestdo: Deduza que A = ANY, concluindo que ANB = .
(b) Reciprocamente, deduza que se Y = AU B, onde A e B
sao subconjuntos disjuntos nao vazios, tal que AN B = ()
e que BN A = (). Deduza que A e B sio abertos em Y.
(16) Sejam dy e dy duas métricas num mesmo conjunto X. Dizemos
que (X, dy) e (X, d;) sdo espagos métricos equivalentes, se exis-
tem constantes a > 0 e b > 0 positivas, tal que

ady(z,y) < do(z,y) < bdi(x,y)Ve,y € X

Seja (M, d) um espago métrico. Denotamos o sup{d(z,y), =,y €
M} por diam(M), chamado de didametro de M. Suponhamos
que M tem didmetro oo. Deduza que d;(x,y) = min{d(z,y),1}

d(z,y)
1+ d(z,y)
mesma topologia que a métrica d.

e dy(z,y) = sao métricas em M que determinam a

Todavia, mostre que tais métricas nao sao equivalentes a d.

(17) Sejam X7, ..., X, espagos topolégicos metrizaveis (ou seja, a
topologia de cada espago é dada por uma métrica). Deduza
que o produto X = X; x --- X X,, é metrizavel e exiba uma
base da topologia de X (uma base é uma colecao de abertos
de X tal que todo aberto de X se escreve como uma uniao
arbitraria de abertos deata colegao).
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(18) Seja X um espago topolégicos e sejam A, B, subconjuntos de X.
Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, deduza, caso
falso dé um contraexemplo.

(a) AUB = AUB.

(b) ANB=ANB.

(c) A° = A.

(d) Se ANB # 0, entdo AN B # ().

(19) Sejam A e B dois subconjuntos de um espago topoldgico X.
Mostre que para o subconjunto A x B de X x X (produto
cartesiano), valem as seguintes propriedades:

(Ax B)° = A° x B°, (AxB)=AxB
I(Ax B) = (0A x B)U (A x OB)

(20) Seja X um espago topoldgico e seja A um subconjunto de X.
Deduza que a aderéncia A de A é a unido de A com o conjunto
dos pontos de acumulagao de A.

(21) Deduza que um conjunto finito num espago métrico (espago
topolégico de Hausdorff) é fechado.

(22) Deduza que num espago métrico (espago topoldgico de Haus-
dorff) X, se um ponto x € X é um ponto de acumulacao de
A C X, entao toda vizinhanga aberta de x contém uma in-
finidade de pontos de A.

(23) Seja X um espago métrico (espaco topolégico de Hausdorff).
Deduza que a diagonal D := {(z,z),z € X} é um conjunto
fechado no espacgo produto X x X.

(24) Seja (X,d) um espaco métrico. Deduza que dado zp € X, a
fungao distancia d(xg,x) := dist(xg, ) é uma fun¢do continua
de x € X. Deduza que d(z,y) é uma fun¢ao continua de ambos
Tey.

(25) Deduza que num espago métrico X um conjunto F é fechado
se e s se para toda sequéncia x,, convergente de pontos de F,
convergindo a = € X, entao x € F.

(26) Seja (X, d) um espago métrico munido da distancia d. Seja
Xy € X um subconjunto de X, considerado como um espaco
métrico em si mesmo, i.e Xo = (Xo,d). Deduza que se X é
completo e se Xy é fechado em X, entdao (Xg,d) também é
completo.

(27) Deduza que um conjunto compacto K de um espago métrico
(X, d) é fechado e limitado.

Deduza também que K é completo.
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(28) Seja X um espago métrico e seja S C X conjunto. Dizemos
que um ponto x € X é um ponto de acumulagao do conjunto
S, se cada vizinhanca de x (i.e aberto que contém x), contém
um ponto de S diferente de .

Deduza que x é um ponto de acumulagao de S, se e sé se

existe uma sequéncia convergente {x,} de pontos distintos de
S que tem x como limite.
Seja X um espago métrico completo. Dizemos que um conjunto
S C X tem diametro finito se a funcdo d : S x S — dist(x,y) é
limitada para todo z,y € S. Denotamos o sup{d(z,y), z,y € S}
por diam(.S), chamado de diametro de S.

(29)

(a)
(b)

()

Se S C X, deduza que diam(S) = diam(.5).

Suponha que {S,} é uma sequéncia de conjuntos fecha-
dos, nao vazios tal que S; D Sy D S3---. Suponha que o
diametro diam(.S,) — 0 (n — o0). Deduza que a intersecao
NS, de todos os conjuntos S, nao é vazia. Deduza que a
intersecao consiste de um tnipo ponto. Este resultado é co
nhecido como teorema de Cantor.

Dé um contraexemplo, se a hipétese diam(S,,) — 0, nao é
satisfeita.

Seja (X, d) um espago métrico completo. Seja

¢ : X — (0,00) uma funcao real positiva. Assuma que
inf{o(x) + ¢(y), d(z,y) = a} = p(a) > 0,Va > 0. Deduza
que toda sequéncia {x,} para a qual ¢(x,) é monétona
e ¢(x,) 4 0, satisfaz que {x,} converge para um mesmo
ponto u de X.

Sugestao: Considere A, = {z, ¢(z) < ¢(x,). Deduza que
o fecho A, nao é vazio e que A, D A,41--- Deduza que
diam(A,) — 0(n — o0). Use o teorema de Cantor, estab-
elecido no item anterior para mostrar que (), A, = {u} e
que T, — u.

Seja K, uma sequéncia de subconjuntos compactos de X,
n=12.... Assuma que K, D K,;1,n =1,2,... e que
diam(K,) — 0, quando n — oo.

Deduza que N, K,, consiste em um tnico ponto.

(30) Sejam S; e S5 dois subconjuntos de um espago métrico (X, d).

(a)
(b)

()

Defina d(Sl, Sg)

Se S e S, sao fechados disjuntos i.e S; NSy = ), tal que
Vp € Sy, dist(p, S1) > 0, serd que dist(Sy,S2) >0 7

Se S é compacto e 95 é fechado, sendo S; e Sy disjuntos
tal que Vp € Sy, dist(p,S1) > 0, serd que dist(S7,S2) > 07
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(31) Seja (X, d) um espago métrico. Seja f: X — X.
(a) Deduza que se f é uma imersao isométrica, i. e

d(f(z), f(y)) = d(z,y), Vo,y € X

e se X é compacto entao f é sobrejetora e dai deduza que f

é uma isometria, por conseguinte, f é um homeomorfismo.

Sugestio: Seja z € X e z ¢ f(X). Deduza que existe

e > 0 tal que d(z, f(X)) > €. Forme a sequéncia z; = f(z),

Zne1 = f(zn),n =1,2,.... Analise d(z,, z,), para n # m.
(b) Assuma que f é um encurtamento, i. e

d(f(z), f(y) < d(z,y),Vz,y € X,x #y

Assuma X é compacto. Segue entao que f tem um tnico
ponto fixo. Sugestio: Considere A, = f*(X), onde f! =
f, fitt = f7 o f. Em seguida, considere A = N,A,, e
mostre que A = f(A). Analise o diametro de A. Outra
sugestao: Considere

x— d(z, f(x)).

Além disso, deduza que para cada o € X a sequéncia dos
iterados {x,, = F™(x)}, converge para o ponto fixo unico.

Compare o resultado anterior com o comportamento da
fungao f : R — R dada por f(z) = In(1 + €).

Terceira parte

(32) Seja f: X — Y uma fungao continua de uma espago topoldgico
X num espago topoldgico Y. Seja A C X. Deduza que a res-
tricao de f & A é continua (munindo, é claro, A com a topologia
induzida).

(33) Sejam X e Y espagos topoldgicos. Assuma que X = AUB, onde
A e B sao fechados em X. Sejam f: A —Y eg: B—Y duas
fungoes continuas tais que f(x) = g(z), Vo € AN B. Mostre
que a funcdo h : X — Y dada por h(x) = f(z),z € A e
h(z) = g(z),z € B é continua.

(34) Sejam f, g funcoes continuas que levam um espago topoldgico
X na reta real R. Se f(a) # 0 # g(a), para certo a € X, segue
entao que f(z) - g(z) # 0, numa vizinhanga de a.

(35) Seja f(x) = v - x, onde - denota o produto escalar em R"™, e
v € R™ é um vetor fixado. Discuta a continuidade de f(x).
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Mostre que os semi-planos dados pelas equacoes
{z;v-2 > a} e {z;v-z>a}

sao subconjuntos abertos e fechados, respectivamente. Deduzir
que o hiperplano {z;v - = a}, é um subconjunto fechado de
R™.

(36) Mostre que se f, g sao fungdes continuas que levam um espaco
topolégico X em R" entdo se f(a) # g(a), para certo a € X,
segue-se que f(z) # g(x), numa vizinhanca de a.

(37) Sejam X e Y espagos topoldgicos. Sejam Fi,..., F, fechados
em X tal que X = FiUFU---UF,.

Seja f : X — Y tal que a restricao de f a F; dada por
flri: Fi — Y é continua, i = 1,... n.
Deduza que f é continua.

(38) Considere o produto cartesiano X := X; x X5--- x X,,. Con-
sidere a topologia produto 7 em X cuja base  é constituida de
produtos A; x---x A,, onde A; é um abertode X;,i =1,...,n.

(a) Deduza que as projegoes m; : X — X; sdo continuas e
abertas.

(b) Dado um espago topoldgico Z e uma aplicacao f : Z — X,
com f(z) = (fi1(2),..., fu(2)), deduza o seguinte:
f(2) é continua, se e s6 se cada f; = m o f é continua,
1=1,...,n.

(39) Sejam X e Y espagos topolédgicos com Y de Hausdorff. Seja
f X — Y uma funcao continua. Deduza que o gréfico de f
definido por G(f) = {(z,y) € X x Y, y = f(x)} é fechado em
X xY.

Em particular, a diagonal A = {(z,z), z € X} é fechada em
X x X, se X é Hausdorff.

(40) Seja f : M — N uma aplicagdo continua entre um espago
métrico M eum espago métrico N. Deduza que G(f), o grafico
de f, definido no item anterior, é homeomorfo a M.

(41) Seja {fa}aca uma familia de fungoes reais continuas f, : X —
R, definidas num espaco topolégico X. Deduza que o conjunto
F={zeX, fux) <0, Va € A} é fechado em X.

(42) Seja A um subconjunto nao vazio de R™. Definimos:

f(z) :=dist(x, A) = ;gg |z —y|l, zeR"
que se chama de distancia de x ao conjunto A. Deduza:

(a) f é Lipschitz, logo uniformemente continua em R™.
(b) Dé uma caracterizagdo da aderéncia A de A em termos de

f ().
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(¢) Deduza que parat > 0 o conjunto V;(A) = {z;dist(z, A) <

t} 6 uma vizinhanca de A e de A.

(d) Dados dois conjuntos A, B de R™ defina dist(A, B), a

distancia de A a B. Conclua que se A é compacto e B
é fechado e AN B = (), entao dist(A, B) > 0. Mostre ainda
que isto é falso se A e B forem apenas fechados.

(e) Seja V uma vizinhanga de um compacto A, A # 0 (V é

um aberto que contém A). Deduza que existe t > 0 tal que
Vi(A) C V, onde V,(A) = {z, d(x, A) < t}.
Sugestao: Considere 6 = d(A,V°) e considere t < ¢.

(43) Seja X um subconjunto de um espago métrico Z. Seja f :

(44)

X — R, uma aplicacao uniformemente continua. Deduza que
se a é um valor aderente a X C Z (imagine X contido num
espago métrico ambiente Z, digamos Z = R"™), entao limite
lim,_,, f(x), existe. Conclua que toda aplicagao uniformemente
continua f : X — R, admite uma unica extensao continua
F: X — R, que é além disso uniformemente continua.
Generalize o item anterior para uma aplicacao uniformemente
continua f : X C Z — Y, de um espac¢o métrico X C Z num
espago métrico completo Y.

(45) Sejam X e X espagos métricos e seja 7 : X — X uma aplicacao

continua sobrejetiva que possui a seguinte propriedade:
e Para cada ponto z € X existe uma vizinhanca (aberta)

V de z em X (chamada de wizinhan¢a distinguida), tal
que 7 1(V) = U,U, = uma uniao de abertos dois a dois
disjuntos U,, cada um dos quais se aplica por m homeo-
morficamente sobre V. Ou seja, 7|y, : Uy, — V' é um home-
omorfismo. Tal m é chamada de aplicacao de recobrimento
ou simplesmente recobrimento.

Seja F': [0,1] %[0, 1] — X uma aplicagao continua. Deduza
que existe uma particao sp = 0 < 51 < -+ < 8, = 1,
to=0<t; <---<t,=1del0,1] x[0,1], fina o suficiente
(formada de retangulos de diametros muito pequenos), de
maneira que cada retangulo da particao [s;_1, s;] X [t;_1,1;]
é enviado por F' numa vizinhanca distinguida V' em X.

(46) Seja g : R — R uma aplicagao diferenciavel tal que |¢'(x)| < ¢,

onde ¢ é uma constante satisfazendo 0 < ¢ < 1.
(a) Deduza que o gréfico de g corta a reta y = x num tnico

ponto.
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(b) Deduza que a aplicagdo f : R — R definida por f(z) :=
z+g(x),Vz € R produz um homeomorfismo de R sobre R.

Quarta parte

(47) Responda verdadeiro ou falso justificando.

(a) A funcao F(z) = va?2+ 1,z € [0,1] é contrativa, como
[0, 1] é completo, F' tem um ponto fixo.

(b) A funcao F(z) = Vva?+1,x € R é um encurtamento,
como R é completo F' tem um ponto fixo.

(48) Seja (X,d) um espago métrico completo. Seja F' : X — X
uma aplicacao tal que o iterado F* : X — X, k € N* seja uma
contracao. Deduza que F' possui um tnico ponto fixo u e que
a sequencia dos iterados F™x converge a este u, para qualquer
r e X.

(49) Seja (X, d) um espago métrico completo eseja F), : X — X uma
sequéncia de aplicacoes continuas. Assuma que cada F;, possui
um ponto fixo x,,.

(a) Assuma que F,, — F, uniformemente em X.

(i) Deduza que se x,, — xg, ou se F(x,) — xq, entdao
é um ponto fixo de F.

(ii) Deduza que se F' é uma contragao, entao x,, converge
para um tnico ponto fixo de F.

(b) Assuma que F,, converge pontualmente a F' e que exis-
te M > 0, independente de n, tal que d(F,(z), F,,(y)) <
Md(z,y), Vx,y € X. Deduza F' é Lipschitz.

Deduza também que se x,, — xg, entao xy € um ponto fixo

de F.

(50) Seja E um espaco de Banach. Seja F': E — E uma contragao.
Segue entao que a aplicacao f := [ — F : E — FE, chamada
de campo correspondente ou campo associado, ¢ um homeomor-
fismo de E sobre E.

(51) Seja E um espaco de Banach. Seja T : E — E um operador
linear continuo satisfazendo ||I —T'|| < 1. Deduza que T": £ —
E é um homeomorfismo linear (isomorfismo) e que a inversa

T—! satisfaz |77 < Sugestao: Use o resultado

. 1— |1 =T|
anterior.
(52) Seja E um espago de Banach. Seja T': E — E um operador

linear continuo e inversivel. Deduza que cada operador linear S



(53)

(54)

(55)

(56)
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satisfazendo ||T — S|| < 1/||T~!| é inversivel e sua inversa S—*
S

|7
1—|[I - ST

Seja (Y, d) um espago métrico. Seja X C Y um subconjunto
fechado com interior nao vazio U. Seja C(X,Y) o conjunto de
todas as contragoes de X em Y. Seja {Hy, A € A} uma familia
em C(X,Y), que é a-contrativa (segundo a definicdo dada em
aula). Deduza que a aplicagao : A x X — Y, que leva (\, z) —
H(\ x) := Hy(x), é continua.

Seja C' um convexo fechado de um espago de Banach (E, | - ||).
Seja U um aberto de C', com a topologia induzida. Suponhamos
que 0 € U. Suponha que F : U — C seja uma contracao e
seja uma aplicagao limitada (A imagem de F' é um conjunto
limitado). Assuma que para cada x € JU a seguinte condigao
é satisfeita: ||F(z)]|*> < ||z]]* + ||z — F(z)||*>. Deduza que F tem
um unico ponto fixo.

Sugestao: Aplique a Alternativa nao linear para aplicacoes
contrativas.
(Teorema de Picard-Lindeldf) Seja f : [0,7] x R" — R"” uma
aplicagao continua e Lipschitz em vy, istoé existe L > 0 tal que
1 (¢ y) = f(t2)] < Llly — 2|, Va,y € R™.

Deduza que existe uma tnica solucao do problema de valor
inicial

satisfaz || S| <

y'(t) = f(t,y), t €10, 7]
?J(O> = Yo

em C'[0,T].
Seja C' um convexo compacto (nao vazio) de um espago vetorial
normado E. Seja F': C' = (' uma aplicacao satisfazendo

[1F(z) = Fy)ll <[l —yll, Ve,y € C

Deduza que F' tem pelo menos um ponto fixo.

Sugestao:
Seja xy € C. Considere a fungao Fy(z) = (1 —t)F(x) + tzo, t €
(0,1). Deduza que F; é uma aplicacdo contrativa de C' em si
mesmo. Seja {t,} uma sequéncia de nimeros reais positivos,
0 < t, <1, tendendo a zero, i.e t | 0. Suponha que a sequéncia
a, de pontos fixos de F;, (i.e Fy, (a,) = a,) satisfaga a,, — a €
C. Deduza que Fi, (a,) — a, e que a é um ponto fixo de F.
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Deduza que a hipotese “convexa” nao pode ser eliminada na
hipétese do resultado. Deduza que a hipotese de “compacidade”
também nao pode ser eliminada do resultado.

NOTA: O teorema de Schauder diz que se C' é um convexo
compacto de um espaco vetorial normado, basta que T : C — C
seja continua para garantir a existéncia de um ponto fixo de 7.

(57) Seja X um espago métrico completo (nao vazio). Seja A um
espaco métrico. Seja F': X x A — X uma aplicacao continua.
Assuma que F' é uniformemente contrativel, isto é, existe 0 <
c <1 tal que Vz,y € X e todo \ € A,

d(F(iL“, )‘)7F(ya )‘)) < Cd($ay)

Deduza que para cada A € A a equagao F'(x,\) = x admite
uma dnica solu¢ao = x(\) que varia continuamente com .

Sugestao: Use o principio de Banach e a continuidade de F
com respeito a A. Uma aplicacao interessante:

Veremos depois que a aplicacao
1 1 1
(C(],y,t) - F(Iayat) = (§SIH(ZE+y) +t—-1, §COS(I—y) —t+ 5)
¢ uniformemente contrativel (¢ = \/iﬁ), no plano xy munido da

norma Euclideana. Logo F(x,y,t) = (z,y) define implicita-
mente x = x(t) e y = y(t), que é a unica solugao da equacao,
continua em ¢.
(58) Seja E um espaco vetorial normado de dimensao n, munido da
norma || ||.
(a) Deduza que existe uma norma || ||; em R™ e uma isometria
global T : (E,||||) — (R™, || |l1), levando a esfera unitaria
{||z]| = 1} de E na esfera unitaria de R™ na norma || ||;.
(b) Deduza que E é homeomorfo ao espaco Euclideano R”,
dotado de sua topologia natural Euclideana.
(¢) Deduza que o homeomorfismo h entre £ e R™ do item b)
pode ser escolhido satisfazendo as seguintes propriedades:
(i) h leva conjuntos convexos de E em conjuntos con-
vexos de R™.
(ii) hleva pontos simétricos de E (com respeito a origem),
em pontos simétricos de R™ (com respeito a origem).
(59) Seja S' :={(z,y) € R? 2%+ y* = 1}. Seja T? := S' x S! o toro
bidimensional. Seja d a distancia no espaco produto R? x R
(a) Seja f : T? — R? x R? uma aplicagao continua satisjazendo
a seguinte propriedade:
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Vn € N*, Ja, € T? tal que d(f(a,),a,) < TR
Deduza que f tem um ponto fixo, i.e f(x) = z, para algum
r € T2

(b) Seja f:S!'x (R x {0}) — R? x R? uma aplicacao continua.
Assuma que f seja compacta; ou seja, a imagem f(S! x R)
estd contida num compacto de R? x R?. Assuma que f
satisfaca a seguinte propriedade:

1
o
Deduza que f tem um ponto fixo, i.e f(x) = x, para algum
r e S x (R x {0}).
(60) Seja t > 0 e sejam n,m € N*. e seja
R:={(zy,...,2,) € RY |21 + - |2,|* < 4mn.}

Vn € N*, Ja, € St x (R x {0}) tal que d(f(a,),a,) <

Seja f : B1(0) C R? — R" uma aplicagao continua, onde
B1(0) é a bola unitéria aberta de R?, satisfazendo:

e f(0)=0.
o ||f(0,1— E)H — 00, quando k — 00.
Deduza que f(B1(0)) NOR # 0.



