LISTA 2 DE ANALISE NO R"” 2011

RICARDO SA EARP

Diferenciabilidade de funcgoes reais de vdrias varidveis reais

Primeira parte

(1) Considere

132

fay) = g (z,y) # (0,0)
Osex=0,y=0

(a) Determine se f ¢ limitada ou nao no plano R2.

(b) Determine se f possui um minimo global. Determine se
f possui um maximo global. Calcule as derivadas parciais
nestes pontos, caso tais pontos existam.

(c) Escreva a equagao do plano tangente relativa a um ponto
de maximo global correspondente a um ponto (x, y) contido
no primeiro quadrante aberto x > 0,y > 0, caso tal ponto
exista.

(d) Discuta a continuidade de f na origem, e em seguida dis-
cuta a continuidade de f em R?\ {(0,0)}.

(e) Discuta a diferenciabilidade de f.

(f) Discuta a existéncia e continuidade das derivadas parciais
de f, primeiramente na origem e em seguida nos outros
pontos do plano.

(g) Discuta a classe de diferenciabilidade de f em R?\ {(0,0)}.

(h) Encontre a equagao da reta tangente ao gréfico de f rela-
tiva ao ponto (2, 3).

(i) Usando o MAPLE, esboce um desenho do gréfico de f.

(2) Considere
3

%y

——se—-1l<ax<l
flz,y) = rt 4+ y?

Osex=0,y=0

Note que f estd definida numa faixa vertical.

(a) Determine se f é limitada ou nao.
1
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(b) Discuta a continuidade de f.

(c) Discuta a existéncia e continuidade das derivadas parciais
de f, primeiramente na origem e em seguida nos outros
pontos do plano.

(d) Discuta a diferenciabilidade de f.

(e) Discuta a classe de diferenciabilidade de f em R?\ {(0,0)}.

(f) Seja a > 0. Deduza que para todo ponto da forma (0, a),
o normal N ao grafico de f é vertical (ou seja, paralelo ao
vetor (0,0,1)).

(g) Seja a > 0. Deduza que f restrita a bola Bg/s(a,0) de raio
a/2 centrada em (a,0) é diferencidvel.

(3) Seja f: R? — R uma fungao de classe C? satisfazendo,

(a) f(0,0) =2.
() lim flay) =1,

Deduza que
(a) Existe um ponto p = (zo,y0) tal que f.(p) = fy(p) =0e

(b) Existe uma tal fungao f da forma
f(x,y) = g(z* +y?), onde g : (—o0,00) — R é uma fungao
suave.
(4) Considere a bola By(0) = {(z,y) € R?; 22+ y* < 1}. Considere
uma fungao f : B1(0) — (0,00) de classe C' satisfazendo
lim X f(z,y) = 0. Deduza que:

22 4y2
(a) A fungao g(z,y) := In f(z,y) tem um ponto critico em
By(0), , i.e existe p € B1(0); Dg(p) = 0.
(b) Existe uma f(x,y) satisfazendo o item anterior com
0< f(z,y) <1, V(z,y) € B1(0).
(5) Seja B1(0), a bola unitéria centrada na origem de R?. Seja
f : B1(0) — R uma funcao continua que é de classe C? em

B1(0) (B1(0) denota o fecho de B;(0)).

Deduza:

Existe uma tal f satisfazendo as condigoes (a) e (b) abaixo:
(a) f(0,0)=1e sup |f(x,y)] <1, onde dB;1(0) é o bordo ou
2B (0)

fronteira de B;(0)
(b) f(z,y) satisfaz a inequacao diferencial
(L+y°) foo+ (A 4+2°) fyy +3yfo+4xf, >0  em By(0).
(6) Seja 2 o primeiro octante de R* dado por z > 0,y > 0,z > 0.
Seja @ € R. Seja f : @ — R uma funcao real diferenciavel
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positivamente homogénea em (), isto é f satisfaz
fltx) =t"f(x), t>0,z€Q

Para x € Q fixado, seja ¢(t) := f(tz),t > 0.
(a) Encontre uma férmula para ¢'(t).
(b) Deduza o teorema de Euler: Vf(z) -z = af(zx),Vr € Q.

(¢) Generalize para R™.
1 1
(7) Seja f(‘l'?y) :l.y—i_;_'—;ay > an > 0.

(a) Encontre os pontos criticos de f

(b) Dado 1 > a > 0, estude os minimos locais e globais de f
no conjunto {(z,y) € R*;x > a,y > a}.

(c) Encontre os minimos locais de f.

(d) Sejama; > 0,...,a, > 0.Seja f(x1,22,...,2,) =T1- - Tp+

Z &, onde z; > 0,...,z, > 0. Encontre o minimo global
i=1 "
de f, caso este existae deduza uma desigualdade.

(8) Uma fungao f : U C R™ — R de classe C? definida num aberto

U C R" é chamada de harmonica se

Af(x) =" foum(x) =0,2 € Qonde x = (21,...,2,).

(a) Exiba exemplos de funcgoes harmonicas f : U C R? — R
que sejam i) polinomios, ii) fungdes racionais, iii) fungoes
elementares envolvendo fungoes trigonométricas e a expo-
nencial. Explicite os seus dominios.

(b) Exiba uma férmula para o Laplaciano A f de uma fungao
f:U CR? = R de classe C? em coordenadas polares (r,0).

(c) Exiba exemplos de fungoes harmonicas f : U C R® — R
que sejam dadas por polinomios.

(d) Exiba uma férmula para o Laplaciano Af de uma fungao
f:U CR®— R de classe C? em coordenadas cilindricas
(r,0,z).

(e) Deduza que uma fungao harménica f : U C R? — R §,
localmente, a parte real de uma fungao holomorfa.

(f) Encontre uma fun¢ao harménica nas varidveis x,y, dada
por uma férmula elementar, definida na faixa 0 < y < 7,
que nao seja limitada, mas que tome o valor zero no bordo
da faixa.

(g) Seja r(x) = ||z||,z = (z1,...,2,) € R"\ {0}.
(i) Encontre uma férmula para as derivadas parciais de

r(z).

(ii) Calcule Vr o gradiente de r(z), e sua norma ||Vr||.
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(iii) Seja h : (0,00) — R uma funcao duas vezes difer-
enciavel. Seja f := h or. Deduza que
Af:h”or—l—nTlh'or
Conclua que f(x) = v~ n > 3 é harmonica em
R™ \ {0}. Conclua o mesmo para f(z) = lnr em
R2\ {0}.
(h) Sejam f, g duas harmoénicas num dominio 2. Deduza que
o produto fg é também harmonica, se e s6 se Vf-Vg = 0.
(i) Seja © um dominio de R™. Seja f : @ — R uma funcao
continua em e harménica em €. Deduza que o méximo
e o0 minimo de f é assumido no bordo 0.

Sugestao:
Considere g(z1,...,2,) = f(x1,...,7,) + €73, € >0

(j) Sejam a,b numeros reais positivos. Considere o dominio
Q={reR"2<|z| <3} (n>2). Resolva o
problema de Dirichlet

Au=0 em
u=a se ||z]| =2
u=>b  selz||=3

(k) Seja f uma fungao harmonica de definida no disco per-
furado {0 < 22 + y* < 1}. Seja

h(z,y) = ($2 j_ i 3_ " 22 + 9% > 1. Discuta a hai-
monicidade ou nao de u(z,y) := f(h(z,y)) no exterior do
disco 2% +y* > 1.

(9) Encontre uma solugao nao trivial da equagao

Ugg + Uyy +2u =0

no quadrado aberto 0 < x < 7, 0 < y < 7, dada por uma
férmula elementar, se anulando no bordo do quadrado. Deter-
mine o maximo global desta funcao.
(10) Encontre uma E.D.P. de primeira ordem nas varidveis z,y da
forma

f($7y7z’zwvzy):() (*)

(pensando que z(z,y) é uma funcdo das varidveis x,y satis-
fazendo a equacao (x)) cuja superficies integral estao dadas por
xy + 22 = ¢, onde ¢ é uma constante.
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(14)

(15)

(16)

LISTA 2 5

Assuma que F(z,y,z) = 0 define localmente implicitamente
uma superficie que pode ser vista tanto como um grafico vertical
z = fi(z,y), ou como um grafico horizontal das duas formas

r = foy,z) ouy = f3(z,2). Mostre que a—; . oz . 9y = —1,
interpretando.

Considere uma superficie de revolugao em torno do eixo z da
forma z = F(r),r = (22 + y?)'/2. Mostre que as derivadas
parciais de z = z(z, y) satisfazem uma EDP linear (homogénea)
de primeira ordem da forma yp —xq = 0, onde p = 2z, e ¢ = z,.
Considere uma superficie que é localmente o grafico de uma
funcao z(x,y) dada implicitamente por uma equacao da forma
F(u,v) = 0, onde u = u(x,y,z) e v = v(x,y,2) sdo fungoes
dadas de z,y, z de classe C*, e F' ¢ uma funcao dada de u e de
v de classe C*.

(a) Dé exemplos de u = u(x,y, 2), v = v(z,y, 2) e F explicitas.
(b) Mostre que p = z, e ¢ = z, satisfazem uma E.D.P. de
d(u,v) N q@(u,v) _ 0(u,v)’ onde
Oy, z)  “0(zx) O(z,y)

= UyUy — Uyl,, etc.. Calcule explicitamente nos

primera ordem p
d(u,v)
O(z,y)
exemplos dados no item (a).
Seja v = v(z,y) e u = u(zx,y), para (z,y) € Q, sendo 2 um
aberto de R%. Admita que u, v sejam de classe C'*. Assuma que
u = H(v), onde H é de classe C*.
(a) Encontre u = u(x,y), v = v(z,y) e H explicitas. Veja, por
exemplo, u e v satisfazendo u? +v? = 1 ou v = u? — 3u + 2.
O(u,v
(b) Mostre que (u,v)

(x,y)
relacdo nos exemplos obtidos em (a).

Seja A uma matriz n X n. Seja f(zr) = Az -x, onde x € R" e -
denota o produto escalar usual em R™. Encontre uma féormula

para f'(x).

= uyvy — uyv, = 0. Verifique esta

Segunda parte

Seja B : R" — R uma aplicagao multilinear, ou seja B(xy,. .., x,)
é linear em cada variavel. Deduza uma féormula para a derivada
de B em a € R" na diregdo de h = (hy, ..., h,). Generalize para
B :R" x --- x R" — R. Obtenha a derivada do determinante
como consequéncia, comparando com (29)(f).
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(17) Generalize para o caso em que E := F; X --- x E,, onde FE; é
um espaco vetorial normado, ¢ =1,...,n, U é um aberto de F
e B : U — F uma aplicagao multilinear continua de E sobre

um espago vetorial normado F.
(18) Seja f : R?* — R dada por

= [ v
0 sey =20

Seja Seja L o eixo dos x.

(a) Deduza que f ¢ continua em RZ.

(b) Deduza que as derivadas parciais de f existem em R2.

(c) Deduza que f, é continua em R? mais que f, é continua
em R?\ L. Deduza que f nao é de classe C'.

(d) Deduza que f ¢é diferencidvel em R? mostrando que nos
pontos (z,0) a derivada é nula.

(19) Seja a € R. Seja f : R? — R dada por

L se (z,y) # (0,0)
T _ T2ty
f( 7y) {O se (g;’ y) = (0, 0)

(a) Deduza que f é continua se e 86 se a > 1.
(b) Deduza que f é diferencidvel se e s6 se o > 2. Além disso,
deduza que se a > % entao f é de classe C1.

Sugestao: Para mostrar que f nao é continua na origem
para o < 1, use coordenadas polares. Para mostrar que f
nao é diferencidvel para a < 3/2 use também cordenadas
polares.

(20) Sejam p,q € R*. Seja f : R? — R dada por

x,y) = #Z:y? se (z,y) # (0,0)
e {0 se (z,y) = (0,0)

Deduza que f é de classe C! em R?, se e s6 se p+ ¢ > 3.

(21) Seja U um aberto de R* e sejam f : U — R™e g : U — R™ duas
aplicacoes diferenciaveis. Seja B : R™ xR"™ — RP uma aplicagao
bilinear. Defina h : U — R? por h(z) := B(f(z),g(x)), Vo € U.
Deduza uma férmula para Dh(a) h, a € U, h € R*. Generalize.

(22) Seja f : R? — R? uma aplicagio de classe C1. Seja g : R? — R?
dada por g(u,v) = f(a(u) + 5(v), B(u) + a(v), e™), onde a, 3 :
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R — R sao funcoes reais diferenciaveis. Encontre uma férmula
para a derivada de g em (a, b).

(23) Seja E = C[0, 1] o espaco vetorial normado das fungoes reais de
classe C! definidas no intervalo [0, 1], munido da norma ||ul|; :=
SUPze0,1) [u(z)| + SUPze0,1) ()]

Seja F' = (°[0,1] o espago vetorial normado das funcoes
reais continuas definidas no intervalo [0, 1], munido da norma
|| := SUD,[0,1] lu(z)|. Seja ¢ : E — F dada por ¢(u)(t) =
u'(t) + tu?(t), Vit € [0, 1].

Deduza que ¢ é diferenciavel e que
Do(u)h(t) = W (t) + 2tu(t) h(t). Lembrete: lembre-se que é
preciso mostrar a continuidade da transformagao linear Do(u) :
E — F.

Terceira parte

(24) Seja f : A C R™ — R uma fungao de classe C%. Seja p um ponto

critico de f. Seja M a matrix hessiana de f em p.

Seja Q(X) =M X - X, X € R" a forma quadratica associada.

Deduza, usando a aproximacao quadrdtica:

(a) Se @ é positiva definida, i.e Q(X) > 0, se X # 0, entao
p é um ponto critico nao degenerado que é minimo local
estrito.

(b) Se @ é negativa definida, i.e Q(X) < 0, se X # 0, entao
p € um ponto critico nao degenerado que é maximo local
estrito.

(c) Se @ é indefinida, i.e 3X; Q(X) > 0e IY;Q(Y) > 0, entao
p nao é nem ponto de maximo nem de minimo local.

(d) Confira que a signature de ) é a dimensdo méxima de
um subespago W C R" tal que @) restrita a W é negativa
definida. A signature também é chamada de indezx de Q.

(e) Seja f: A C R" — R uma funcao suave e seja z um ponto
critico nao degenerado de f. Seja () a hessiana de f em z.
O indice (local) de f em z, denotado por inf,(f), é o indice
de Q.

Dé exemplos nao triviais de tais fungoes f admitindo ape-
nas pontos criticos nao degenerados, calculando os seus
indices locais em cada singularidade.

(25) Seja f(z,y) = % -+ y—; — 4zy® + 22% + 2y? + 3. Classifique os
pontos criticos e deduza que f assume um minimo global, calcu-
lando este valor minimo. Use o MAPLE para esbogar as curvas
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de nivel de f e compare o comportamento das curvas numa
vizinhang¢a de um ponto critico com a teoria.

(26) Estude as curvas de nivel de f(z,y) = 2 + y*, explicitando
como a curva f(z,y) = A > 0 se liga a curva f(z,y) = u > 0,
mediante uma mudanca de coordenadas.

(27) Suponha que uma funcao real f : A C R? — R de classe C?
definida numa vizinhanca da origem satisfaga:

(a) A origem é um ponto critico ndo degenerado.

Estude a geometria das curvas de nivel f(x,y) = ¢, numa
vizinhanca da origem. Sugestdo: Use o Lema de Morse.

(b) A origem é um ponto critico degenerado.

Dé exemplos de funcoes satisfazendo:

(i) A origem nao é nem méximo nem minimo local.

(ii) A origem é um minimo local.

(iii) A origem é um ponto critico isolado tipo “sela de
macaco”.

(iv) O conjunto dos pontos criticos é uma subvariedade
de dimensao 1 de R?.

(v) O conjunto dos pontos criticos nao é isolado e nao é
uma subvariedade de R2,

(c¢) Agora considere f : A C R — R. Dé um exemplo em
que a origem nao ¢ um ponto critico isolado, mas numa
vizinhanca perfurada da origem, os conjunto dos pontos
criticos é discreto.

(28) Uma funcao suave f : A C R” — R é chamada de fun¢ao de
Morse, se todos os pontos criticos de f sao nao degenerados.
Se sdo em numero finito, o indice (total) de f, denotado por
Ind(f) estéd definido por

tmd(f) = Yo (-1)
onde z é um ponto critico de f e inf,(f) é o indice de f em z,
definido no exercicio precedente. Logo

Ind(f) = 3 (-1 ey

k
onde ay é o nimero de pontos criticos de indice k.

OBS: Fungoes de Morse existem em abundancia, mesmo definidas
em variedades diferencidveis. A nocao de indice se estende natu-
ralmente para campos de vetores em variedades diferenciaveis
com singularidades (zeros) isoladas:
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Um teorema belissimo em Topologia Diferencial une o indice
total de um campo de vetores suave definido numa variedade
compacta (sem bordo), com finitas singularidades, com um in-
variante topolégico chamado de caracteristica de Fuler. De fato,
seja M uma variedade compacta e seja v um campo suave de
vetores com zeros isolados. Segue que

> v=x(M)

onde >+ é a soma dos indices nos zeros de v e y(M) é a carac-
teristica de Euler de M. Em particular, Y ¢ é um invariante
topoldgico.

O invariante x (M) pode ser definida em termo dos grupos de
homologia de M. Para superficies compactas de R3, por exem-
plo, x(M) = 2 — 2g, onde g é o género da superficie. Para a
esfera S?, g = 0, para o toro T?, g = 1, para o bitoro, g = 2,
etc...

Fazendo uma “triangulacao” de uma superficie compacta vale
a formula xy(M) = F — A+ V, onde F é o ntimero de faces, A
¢ o nimero de arestas e V' é o ntimero de vérticas.

Duas superficies compactas de R? sao homeomorfas, se e s6
se tem a mesma caracteristica de Euler.

(a) Suponha que uma fungio real f : A C R® — R de classe
C? definida numa vizinhanca da origem satisfaca:
A origem é um ponto critico nao degenerado.
Estude a geometria das superficies de nivel f(x,y,z) = ¢,
numa vizinhanca da origem. Sugestdo: Use o Lema de
Morse.

Quarta parte

(29) A finalidade deste exercicio é estudar a diferenciabilidade do
determinante de uma matriz A, n X n para tirar consequéncias
disto.

(a) Dando um argumento simples e direto deduza que o de-
terminante definido em M (n,R) o conjunto das matrizes
n x n identificado com R™, é uma funcao de classe C'°.

(b) Recorde o seguinte fato de Algebra Linear: O determinante
de uma matriz A, n x n, denotado por |A| ou por det A,
é obtido pela expansao de |A| pelos cofatores da j-ésima
columa (linha). Vale a seguinte férmula. Seja @ é a matriz
dos cofatores, i.e a;; = (—1)"*|A@)| onde A% é a matriz
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(d)

PROFESSOR RICARDO SA EARP

(n—1) x (n — 1) obtida de A eliminando a i-ésima linha
e a j ésima coluna, sendo |A®)| o determinante de AU,
Segue: oA = |A|I, onde o' é a transposta de v e I é a
matriz identidade n x n. Dai segue uma férmula para a
inversa de A quando A é inversivel.

Seja H uma matriz n X n e seja t € R. Deduza que

det(I +tH) =1+ttr H+ O(t?)

quando t — 0.
onde tr indica o trago. Conclua que D det(/)H = tr H.
Quando A é uma matriz inversivel deduza que

det(A+ H) = det A+ tr(a'H) + o(||H||)

Conclua que D det(A)H = tr(a'H).

Deduza que o conjunto das matrizes inversiveis n X n € um
aberto e denso do conjunto das matrizes n X n. Deduza
que a aplicagdo A — « que associa uma matriz A a matriz
dos cofatores a é de classe C*°.

Conclua que a formula para a derivada obtida no item an-
terior para uma matriz inversivel A se estende a todo o
espaco das matrizes n x n.

Seja X = (x;;) uma matriz n x n. Escrevendo a férmula

n

det X = )" ay;x;, desenvolvendo o determinante segundo
i=1

a 1-ésima linha, onde o é a matriz dos cofatores de X,

X
aget = ;. Conclua dai que Ddet(A)H =
Iij

deduza que

tr(a'H).

Conclua que todo ntmero real positivo ¢ é valor regular
para a funcdo determinante restrita ao conjunto GL(n,R)
das matriz inversiveis n X n, mostrando que GL(n,R) é um
aberto de M (n,R).

Deduza que o grupo SL(n,R) = det™ (1) é uma subvar-
iedade de dimensao n? — 1, hipersuperficie, de R”2, onde
R™ esté identificado com o conjunto das matrizes n X n.
Seja Inv : GL(n,R) — GL(n,R) a aplicacdo que associa
uma matriz inversivel A sua inversa Inv(A4) = A~
Deduza que Inv é de classe C*°. Usando a férmula
(I—X)"'=>>2,X" para | X| < 1, onde X é matriz
n x n, intua a férmula para D Inv(A)H.
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(30) Seja M(n,R) o conjunto das matrizes n x n identificado com
R"” e seja S(n,R) o conjunto das matrizes simétricas n x n
identificado com R /2,

Seja f : M(n,R) — S(n,R), dada por f(X) = XX"

(a) Deduza que f é de classe C*°.

(b) Deduza que f'(X): M(n,R) — S(n,R) satisfaz f'(X)H =
X H'+ H X' onde H € M(n,R).

(c) Deduza que se X € f~}I) := O(n,R), entao f'(X) :
M(n,R) — S(n,R) é sobrejetora. Sugestao: Tome H =
%, onde S é uma matriz simétrica dada.

Dai, conclua que O(n,R), o grupo ortogonal, é uma sub-
variedade compacta de dimensao (n? —n)/2 de M(n,R).

(31) Seja f(z,y,2) = (2* — y?, 2y, xz,yz). Deduza que a derivada
f'(x,y,z) tem posto 3, se xyz # 0.

(32) Seja f(z,y,2) = 2% + y> + 2° — 3zyz. Deduza que um real
¢, ¢ # 0 é valor regular de f, concluindo que para ¢ # 0,
f~Yc) é uma superficie de classe C* de R3. Neste caso, en-
contre um campo normal nao nulo N & f~!(c) ((i.e normal
ao plano tangente de f~'(c), em cada ponto, i.e ortogonal a
todo vetor velocidade de uma curva em f~!(c), no ponto con-
siderado). Usando o MAPLE, esboce alguns desenhos para al-
guns valores de c. Estude o caso f~1(0). Sugestdo: f(z,y,z) =
(z4+y+2)(2?+y*+ 2% — 2y — 2z — yz).

(33) Seja f(z,y,2) = (2% + 2wz — 2yz — y?,2x — y + z). Deduza
que (0,a), a # 0 é um valor regular de f e (0,0) é um valor
singular. Descreva inteiramente f~1(0,a), a # 0, mostrando,
emparticular, que f~1(0,a), a # 0 é uma variedade de classe
C®° de dimensao 1 de R? nao conexa. Calcule campos normais
independentes N; e Ny & variedade f~1(0,a), a # 0.

Mostre que f71(0,0) é a unidao de duas retas concorrentes,
logo, nao é uma variedade topoldgica de dimensao 1. Sugestao:
2?4+ 2wz — 2yz —y = (z —y)(x + y + 22).

(34) Seja g : R™ — R"™ uma aplicagao diferencidvel. Encontre condigdes
suficientes sobre as derivadas parciais dg/0x;, de modo que a
aplicacao f : R — R™ definida por f(z) := = + g(x),Vx € R"
produza um homeomorfismo de R™ sobre R™.

(35) Seja @ um parametro real. Sejam f(t) e g(t) fungoes reais
definidas num intervalo da reta I. Considere o sistema



12 PROFESSOR RICARDO SA EARP

r+asin(xr+y)+ f(t)=0
y+acos(x—y)+g(t) =0
(1)

(a) Determine um intervalo J da reta para o qual vale que se
a € J, entdao para cada t fixado, o sistema (1) tem uma
unica solucao.

(b) Encontre vérias fungoes f(t), g(t) Lipschitz no intervalo [
para as quais existe solugao z; de (1),Vt € I. Além disso,
deduza que para as escolhas feitas a aplicagdo t — x;
também é Lipschitz.

(¢) Encontre varias fungoes f(t), g(t) &-Holder continuas £ =
1/n, n € N* para as quais existe soluc¢ao z; de (1),Vt € I.
Além disso, deduza que para as escolhas feitas a aplicacao
t — x; se xy, t € I também é £-Holder continua, para
£=1/n,n e N~

(d) Use o MAPLE e o método das aproximagoes sucessivas
para encontrar uma aproximacao da solugao para algumas
escolhas de f(t), g(t) e alguns valores de a e de t.

(36) Seja a um parametro real. Sejam f(t) e g(t) fungoes reais
definidas num intervalo da reta I. Considere o sistema

r+asinzxcosy + f(t) =0
y+asinycosz+ g(t) =0

(2)

(a) Determine um intervalo J da reta para o qual vale que se
a € J, entao para cada t fixado, t € I, o sistema (2) tem
uma Unica solugao.

(b) Encontre vdrias fungoes f(t),g(t) Lipschitz na reta real
R, tanto limitadas quanto ilimitadas para as quais existe
solucao x; de (2),Vt € R. Além disso, deduza que para as
escolhas feitas a aplicagao t — x; também é Lipschitz.

(c) Encontre varias fungoes f(t), g(t) {&-Holder continuas £ =
1/n, n € N*, em toda reta R para as quais existe solugao
x; de (2),Vt € R. Além disso, deduza que para as escolhas
feitas a aplicagao t — x; se 7y, t € R também ¢é £-Holder
continua, para £ = 1/n, n € N*,
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(d) Use o MAPLE e o método das aproximagoes sucessivas
para encontrar uma aproximagcao da solu¢ao para algumas
escolhas de f(t), g(t) e alguns valores de a e de t.
(37) Dé exemplos de mudanga de coordenadas nao lineares “ curvilineas’
definidas em abertos de R%. Idem para abertos de R3.
(38) Seja A um aberto de R" e seja f : A C R” — R™ uma funcao
de classe C*. Seja B um aberto de R™, f(A) C B.
Seja g : B C R™ — RP uma funcao de classe C*. Deduza que a
composta go f : A — RP também é de classe C*.
(39) Seja T? o toro de revolugao em R? obtido pela rotacao do circulo
(r —2)2+y? = 1 no plano xy em torno do eixo y.
(a) Descreva T? como imagem inversa de um valor regular,
concluindo que T? é uma superficie compacta suave.
(b) Analise com detalhes a funcdo altura h : T?> — R dada
pela funcao restrita a T?, (z,y,2) € T? — h(z,y,2) =
z, deduzindo que h é suave. Identifique todos os pontos
criticos de h, interpretando geometricamente.
(c¢) Deduza que os pontos criticos de h sd@o nao degenerados,
calculando os seus indices. Calcule a soma total dos indices
de h, dada por (confira no exercicio (28)):

Ind(f) = 31"

z

)

Discuta o resultado.
(40) Seja I um intervalo da reta e seja f : I — R™ uma aplicagao de
classe C?. Seja z, € 1.
Defina:

fz) = fy)
g(x,y) = r—y
flle) se z=y

(a) Escreva o desenvolvimento limitado de f de ordem 2 em
r=ux9 €I

(b) Deduza que g é continua e calcule g(xg, o).

(c) Defina R(t) = f(xo +1) — f(z0) = tf'(x0) = §f"(x0), para
t numa vizinhanga de 0. Deduza que R(t) é de classe C* e
que R'(0) =0.

(d) Seja h, k tal que x¢ + h e xg + k estao em I. Deduza que

sex Fy

h+k
g(xo + h, 2o + k) — g(z0, 0) = Tf”(%) +o(h + k)
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(e) Calcule ¢'(wo,x0)(h, k), para (h,k) € R? e deduza que
g(x,y) é diferenciavel para todo (z,y) € I x I. Deduza
que g é de classe C!.

(41) Considere o aberto U = {(xy,x2,...,2,) € R 2; > 0,i =

1,...,n}.

Defina f : U — R, por f(z1,...,2,) = x1xow3- T, +
a"tt (xil + - i) , onde a é uma constante real positiva (a >
0).

(a) Deduza que f é de classe C™°.

(b) Deduza que f possui um unico ponto critico. Calcule o
valor de f no ponto critico.

(c) Calcule a matrix hessiana de f no ponto critico e mostre
que este nao é degenerado. Deduza a natureza do ponto
critico.

(d) f admite um maximo global ? f admite um minimo global ?



