LISTA 3 DE ANALISE NO R"” 2011

RICARDO SA EARP

Teoremas da funcao inversa, implicita e posto constante

(1) Considere a equagao

F(z,y,z) =€ (2* +y* +22) —(1+ )2 +y=0 (1)

Deduza que numa vizinhanga de (1,0, 0) o conjunto F~1(0),
é um gréafico vertical da forma {(z,y,2), z = f(x,y)} de classe
C°. Encontre o normal ao gréfico no ponto (1,0,0).
Encontre todas as solugoes de F(x,y,z) = 0, numa vizin-
hanga pequena de (1,0,0).
(2) Considere F' : R®* — R? dada por F(z,y, z) = (Fi(z,y, 2), Fy(z,y, 2)),
onde
2
Fi(x,y, z) :x2+%—|—z3 -z

Fy(z,y,2) =23 +y> =3y + 2

2

Deduza que numa vizinhanga de (—1, 1, 0), o conjunto F~1{(3/2, —3)}
¢ uma curva regular, que admite uma parametrizacao de classe
C> da forma t — (¢, f(t),g(t)), numa vizinhanga de t = —1.
Calcule o vetor velocidade da curva em ¢ = —1.
Encontre todas as solugdes de F(z,y,2z) = (2,-3), numa
vizinhanga pequena de (—1,1,0).
(3) Para cada ¢ real, considere o sistema dado por

{ v =1Lsin(w+y) +t—1 )

y=1cos(zr—y)—t+1
(a) Deduza pelo teorema da fungao implicita para familias -
contrativas que o sistema admite uma unica solugao x =
z(t) e y = y(t), onde z(t) e y(t) sdo fungdes continuas de
t.
Vocé pode dizer mais sobre a regularidade da curva

t e (x(t), y(1))? 1
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(b) Usando o teorema cldssico das fungoes implicitas deduza
que a curva t — (x(t),y(t)) é de classe C°.

(c) Dé o desenvolvimento limitado de ordem 2 de x e y em (2),
no ponto x =0 e y =0, e fazendo h =t — 1 obtenha
(z,y) = h(a,b)—h*(c,d)+O(h?), onde as constantes a, b, ¢, d
sao a determinar.
Usando isto, faga um esboco do grafico da curva t +—
(z(t),y(t)), numa vizinhaga de t = 1.
Deduza que a curva um grafico vertical numa vizinhanca
de t = 1, explicando.

(d) Seja F' : R* x R? — R", (x,)\) — F(x,\) de classe C.
Assuma que existe uma constante o € (0, 1), tal que

1D f (2, M|l < o, V(z, A)

(i) Deduza que para cada A, a equagdo z = F(z,\) ad-
mite uma unica solugdo x = x(\) que depende con-
tinuamente de .

(ii) Deduza que a aplicagao A — z(\) é de classe C.

(iii) Calcule Dz(X) = 2/(N).

(4) Seja A um aberto de R™ e seja f : A — R de classe C'. Se
Vf(a) #0,a € A; deduza que existem fungoes fo,..., f, em
C1(A), tais que (f, fa, ..., fn), constitue um “sistema de coor-
denadas locais” numa vizinhanca de a.

(5) Seja (a,b,c) € R3.Seja f(x,y,2) = (r—a)*+ (y—b)*+ (2 — )%
Seja S = {(x,y,2); 2* + y* + 2? = 1}. Interprete geometrica-
mente o infimo de f restrita a S.

(6) Seja x = (x1,...,x,). Sejam a; > 0,7 = 1,...n, nimeros reais
nao nulos satisfazendo ) . co; = 1. . Seja Q = {z € R",z; >
0,7 =1,...,n}. Seja f(x) = z{*--- 2% x € Q. seja g(x) =

> oz, x € L
Encontre o sup de f restrita ¢ = 1 Deduza a desigualdade
de Jensen: Sejam «; > 0,7 = 1,...n, satisfazendo ) . a; = 1.
Segue:
it < Zaixi, n>0i=1,...,n
i
com a igualdade ocorrendo se e so se r1 = -+ = x,,.

(7) Seja M(n,R) o conjunto das matrizes n x n. Seja
F:M(n,R) x R — R dada por F(A,\) = det(AIgn — A).
(a) Deduza que F' ¢é de classe C*°.
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(b) Dizemos que um autovalor real de uma matriz n x n A é
OF(A,\)
O\

simples, se # 0. Seja A um autovalor real simples
de A.

Mostre que existe uma vizinhanga aberta V' de A e uma
funcdo ¢ : V' — R, de classe C* tal que p(A) = A e para
toda matriz B € V, ¢(B), é um autovalor real de B.

(c) Seja U o subconjunto de M (n,R) constituido das matrizes
que tem n autovalores reais dois a dois distintos. Deduza
que U é um aberto de M (n,R).

(d) Seja A € U e sejam A\(A) < Aa(A) < -+ < A\ (A) os
autovalores de A arrumados em ordem crescente. Deduza
que \; : U — R, 2=1,...,n, é uma funcao de classe C*°.

(8) Considere F : R* — R3 dada por
F(z,y,z,t) = (Fi(x,y, 2,t), Fa(x,y, 2, t), F5(z,y, 2,t)) , onde

Fi(z,y,2z,t) =23 + 3 + 23 + t*
B(v,y,2,t) =2° +y* + 2% + 1
F3($»y72,t) :ZE—f—y—f-Z—f-t

Estude o conjunto F71(0,2,0), numa vizinhanga de (0, —1, 1, 0),
e obtenha todas as solugoes de F(z,y,z,t) = (0,2,0), numa
vizinhanga de (0, —1,1,0).
(9) Seja g(z,y) = 2* +y* — (Va2 +y> + ).
(a) Deduza que a 0 é um ponto regular para a restrigao g de g
a R?\ {(0,0)}, concluindo que g~'(0) é uma subvariedade
de R? de dimensao 1.

Considere a curva C' dada por
g(z.y) =2 +y’ — (Va2 +y? +2) =0

(b) Determine os pontos (z,y) da curva C' onde a fungao co-
ordenada x tem um maximo ou minimo local.
Escreva a equagao de C' em coordenadas polares e inter-
prete geometricamente o resultado.

(10) Seja A uma matriz simétrica n x n. Considere A como um endo-
morfismo autoajunto de R™ em si mesmo, onde R™ estd munido
de seu produto interno usual (, ).

Seja S"7! a esfera unitaria dada por (z,z) =1, z € R".
Defina f(z) = (Az,z), = € R™.
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(a) Deduza que os pontos de S onde f assume um maximo ou
minimo local sao autovetores de A. Reciprocamente, de-
duza que os autovetores de A sao pontos criticos da funcao
f restrita a S* 1.



