LISTA EXERCICIOS DE INTEGRAIS TRIPLAS

PROFESSOR: RICARDO SA EARP

(1) Fazer exercicios 3:(b), (c), (d) da secao 4.1.4 pg 99 do livro
texto.

(2) Fazer exercicios 2: (b), (c), 3:(b), (¢), (d) da secao 4.2.5 pg 106
do livro texto.

(3) Fazer exercicios, 2:(a),(b), 3:(b), (d) 4:(b) da segdo 5.2.3 pgs
121, 122 do livro texto.

(4) Fazer exercicios 1, 2, 5 da se¢ao 5.3.4 pg 124 do livro texto.

(5) Fazer exercicios 1:(b), (c), 2(a), (b), (¢), 3, da se¢ao 5.4.3, pg
132 do livro texto.

(6) Fazer exercicios 1, da segao 5.5.3 pg 137 do livro texto.

(7) Fazer exercicios 2, 3, 5,6,7,8 da sec¢ao 5.6 pg 138 do livro texto.

(8) Considere U a regiao de R? que estd contida na intersegdo das
seguintes trés regioes. Regiao entre os planos z = 2 e 2 = —2,
regiao no interior do cone {z? = x? + y*} (i.e regiao contendo o
eixo de revolugdo) e regido no interior do semi-espago dado por
{y = 0}. Seja f(z,y,2) = 2* +¢*
(a) Elabore um desenho preciso e bem feito da regiao U.

(b) Descreva U usando desigualdades.
(c) Calcule I := ffo z,y, 2)dzdydz como soma

I=[[[y fx,y,2 d$dde+ffo (z,y, 2)drdydz de duas
integrais triplas em duas regides U; e U, de R? de mesmo

volume, sendo que U; esta contida no semi-espaco superior
{z > 0}.

(d) Deduza que I = 12%.

(e) Usando a mesma reglao de integracao do item precedente
re-escreva a integral tripla [[[ (z* +y* + 2*)dxdydz,

(i) usando integrais iteradas nas coordenadas cartesianas
ou retangulares, de duas maneiras distintas.
(ii) usando coordenadas cilindricas.

(f) Usando a mesma regido U anterior fazendo um célculo
explicito mostre que para f(x,y,z) = zysen z, a integral
tripla
[[]; f(x,y, z)dzdydz = 0. Idem para f(z,y,z) = z°y*z.
Deduza destes exemplos um argumento geométrico, que
seja aplicado a situagoes mais gerais, exibindo novos exem-

plos em que [[[,; f(z,y, z)dzdydz = 0.
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(g) Seja V = {(z,y,2) € R®,\/(z —a)? +(y—-b)? < z < 2
Seja f(x,y,2) = (x — a)® + (y — b)*. Deduza, usando um
argumento que a integral tripla [[[,, f(z,y, 2)dzdydz =
lgﬁ independente de a e b.

(9) Seja U a regiao do espago no primeiro octante interior a esfera

de raio 2 centrada na origem. Seja f(z,y,z) = 2%

(a) Elabore um desenho preciso e bem feito da regiao U.

(b) Deduza que
[[[, f(x,y, z)dedydz = L.

(¢) Compare o resultado precedente com a integral da mesma
funcao sobre toda a bola de raio 2 centrada na origem ex-
plicando o resultado, por um argumento geométrico.

(10) Considere U a regiao do espago dada por
U={(z,y,2) ER*2* +y* +22<9, 2>0,y>0,2>0}

(a) (i) Escreva a férmula integral que expresse o volume V
da regiao U-usando coordenadas cilindricas.
(ii) Escreva a férmula integral que expresse o volume V'
da regiao U-usando coordenadas esféricas.
(b) Calcule o volume V' de U, usando integral tripla (o sistema
de coordenadas é de sua escolha), fazendo todos os célculos.

27 9
Resposta: V = 67T g : (1).
(c) Seja (T,¥,Z) o centrdide da regiao U. Calcule T, escrevendo
todos os calculos. Resposta: T =9/8.
(11) Idem exercicio anterior considerando a regido U dada por

U={(z,y,2) e R*2® + 9>+ 22 <9, >0,y >0,2>0,2<3/V2}
(12) Idem exercicio anterior considerando a regidao U dada por
U={(,y,2) eR*(x —1)*+ (y—2)*+ (2 —-3)*<9, >0,y >0,z>0}
(13) Seja

2 Ji—z2 \/4—x?—
I= / / / 2/ 2% 4+ y? dzdydz
“2 yraz 0

(a) Determine o dominio de integracao U da integral tripla
(na forma acima de uma integral iterada (Fubini)), usando
desigualdades.

(b) Calcule o volume de U. Agora, dado A um ndmero real
positivo, seja Uy := {(u,v,w) € R} u = \z,v = \y,w =
AZ? (:L" y7 Z) 6 U}

(i) Calcule o volume de Uy em termo do volume de

U e justifique sua resposta usando um argumento
geométrico.
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(ii) Seja
I, = /// wvVu? + 1?2 dudvdw
Ux

Calcule I, em termo de I, fazendo uma mudanca de
variaveis conveniente (ndo precisa usar o cdlculo de
I).

(iii) Generalize, usando suas palavras e um argumento
com base no que foi feito acima, no caso geral em
que U é uma regiao qualquer fechada do espago.

(c) Calcule I.
(14) Seja U a regiao no interior da esfera de raio a satisfazendo
x>0,y >0,z >0 (primeiro octante). Considere
f@,y,2) =ayz(a® + > + 252 e I = [[[, f(z,y, 2)dzdydz.
(a) Escreva I usando integrais iteradas nas coordenadas carte-
sianas ou retangulares.
(b) Escreva I usando coordenadas esféricas.
(c) Calcule I. Resposta: I = a®/40.
(d) Seja V = {(z,y,2) € R} 2?2+ ¢y* + 22 < a®,z > 0,y > 0}.
Calcule sem fazer nova conta [[ [, f(x,y, z)dzdydz.
(e) Seja W = {(z,y,2) e R} 2? +y* + 22 < a®,y = 0,2 > 0}.
Calcule sem fazer nova conta, [[ [, f(z,y,z)dzdydz.
(15) Considere U = {(z,y,z) € R3; (/422 + 492 < 2 < /3 — 22 — y?}.
(a) Elabore um desenho preciso e bem feito da regiao U.
(b) Escreva U usando coordenadas cilindricas.
(c) Escreva o volume de U usando integrais iteradas usando
coordenadas cartesianas ou retangulares.
(d) Escreva o volume de U na forma [ 027r fggf(%) rdzdfdp.
(e) Escreva o volume de U na soma de duas integrais da forma
or [ fggf((;)) rdrdz.
(f) Escreva o volume de U usando cordenadas esféricas.
(g) Calcule o volume de U. Resposta: vol (U) = 2m(y/3 —
oV2).
(16) Seja regido do espaco U = {(z,y,2) € R3; 22 +y*+22 <4, 2 <
1}. Seja g(x,y, z) uma funcao real suave. Considere a integral
tripla

I ///g(m,y,z)dv.

(a) Escreva a integral tripla I na forma / / dzdy dz, onde

@ R(z)
a, b sdo constantes a determinar e R(z) é uma regiao plana
a determinar.
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(b) Expresse I usando coordenadas cilindricas (r, 0, z).
(c) Escreva I usando obrigatoriamente coordenadas esféricas.
(d) Calcule o volume de I testando ambas férmulas obtidas em
(b) e (c¢) acima. Resposta: 9.
(17) Seja U aregiao delimitada pelos planos x+y+2z =0, v+y—z =
0,z—y—2=0e2z2—2=1.
(a) Elabore um desenho preciso e bem feito da regiao U.
(b) Calcule a integral
I= /// (x+y+z)(x+y—2z)(xr—y—2)drdydz. Resposta:
U
I =5
(18) Calcule o volume da porgao, digamos U, da bola fechada
22+ 9%+ 22 < 4 que estd dentro do cilindro 22 4 y? = 2y, desen-
hando corretamente a regiao determinada. Resposta: vol (U) =
§W23 — %.

(19) Seja U a regiao delimitada pelo elipséide 2% /a®+y?/b*+ 22 /c? =

lLLa=zb>c>0.

(a) Elabore um desenho preciso e bem feito da regiao U.

(b) Seja f(z,y,2) = (1—a2/a®—y?/b? — 22/c*)*? . Calcule
ffo f(z,y, z)dxdydz. Resposta: I = %7‘(‘2(le.

(20) (a) Deduza que a altura Z do centréide da regiao delimitada
pela esfera de raio a centrada na origem, contida no primeiro
octante x > 0,y > 0,2 > 0é 7z = ga. Em seguida usando

um argumento geométrico, calcule as outras coordenadas
T e y do centroide.

(b) Seja dado o nimero real A\. Seja Z a altura do centrdide
de U. Seja Uy = {(u,v,w); u = Ax + 1L,v = Ay + 2,w =
Az +1/2, (z,y,2) € U}. Determine A em termo de Z, e de
a de maneira que a terceira coordenada w do centréide de
U, seja igual a 1. . )

. ~ o 3. r—=14+y—

(21) Considere aregiao U = {(z,y,2) € R*;7 < 2z < @17+ (y— 2)2—1—

7, x>21ly>21<z—1+y—2< 2} Elabore um desenho

esquematico da regiao U e calcule o volume V' de U. Resposta:

V=mr/2.




