LISTA DE EXERCICIOS SOBRE TEOREMA DE
GREEN, FLUXO (CONT.), DIVERGENCIA E
ROTACIONAL DE UM CAMPO ESPACO,
LAPLACIANO, FUNCOES HARMONICAS (CONT)

PROFESSOR: RICARDO SA EARP

(1) Sejam F(x,y,z) e G(x,y,2) campos vetoriais definidos num
aberto U C R3. Seja f(x,y, z) uma funcao real suave definida
em U. Mostre que div F' e rot F' sao "operadores lineares” no
espaco vetorial real dos campos vetoriais sobre U. Todavia,
mostre que

div (f(x,y,2)F(x,y,2)) = f(z,y,2)div F(x,y, 2)+V f(z,y, 2)-F(z,y, )

onde - denota o produto escalar em R3
rot (f(z,y, 2)F(x,y,2)) = frot F(x,y,2) + V[f(z,y,2) x rot F(z,y, 2)

onde x denota o produto vetorial em R?

Mostre também que rot Vf = 0 e divrot F' = 0.
(2) Seja X(x,y,2) = (z,vy, 2), 0o campo "vetor posi¢ao”. Seja f(z,y,z) =
(22 + y? + 22)*2 em R3\ {(0,0,0)},a > 0.

(a) Caleule Vf, A J, A% em R*\ {(0,0,0)}.

(b) Sejam F(z,y,z) = WX(x,y, z) e
G(z,y,2z) = k x F, onde k = (0,0,1). Calcule div F,rot F'

e divG.

(c) Seja g : (0,4+00) — R uma fungao suave. Seja h(x,y,z) =
9(V2? +y? + 22), (z,y,2) € R\{(0,0,0)}. Calcule Vh(z,y, 2)
e Ah(x,y, z). Encontre todas tais fungoes ¢ tal que h seja
harmonica; i.e Ah(x,y, 2) = hyg+hyy+h.. =0, (2,y,2) €
R3\ {(0,0,0)}. Calcule também rot(¢gX)(z,y, 2).

(d) A mesma questao do item anterior considerando agora h(x,y) =

9(v2* +92), (z,y) € R\ {(0,0)}.
Dai, tente encontrar todas as fungdes harmonicas h(x,y)
definidas no anel 1 < (/224 y? < 2 que valem valores
constantes h(1) = a e h(2) = b nos circulos de raio 1 e 2,
respectivamente, onde a, b sao niimeros reais dados.

(e) Seja Y(x,y,2) = (a,b,c) um campo constante de R3. Cal-
cule V(Y - X),div(Y x X),rot(Y x X),div(fY x X) e
rot(fY x X).
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(3) Sejam F(x,y,z) e G(x,y,z) = (G1(z,vy, 2), Ga(x,y, 2), G3(x,y, 2))
campos suaves definidos num aberto U C R3 onde G;(z,y, 2),i =
1,2, 3 sao fungoes reais (escalares) definidas em U (componentes
de G). Sejam f(z,y, z) e g(x,y, z) fungoes reais suaves definidas
em U. Denotemos por - o produto escalar em R? e denotemos
por x o produto vetorial R3. Vamos introduzir uma simbologia.

(F - V)G := (F-VG,F -VGyo, F - VGy), etc. AG =
(A Gl> A GQ, A Gg), etc.
Deduza as seguintes férmulas:

) V(F-G)=(F-V)G+(G-V)F+F xrot G+ G x rot F.

) dlv(F X G)=(rot F) -G — F - (rot G).

) rot(F X G) = (divG)F — (divF)G+ (G- V)F — (F-V)G.

) rotrot F'=VdivF — AF.

) div(Vf xVg)=0

) div(fVg—gVf)=fAg—gAf

g) Assuma que G é um campo contante e deduza férmula

particulares para as identidades acima.

(4) Seja Q um dominio de R?® e seja F' um campo suave em ).
Reflita o seguinte:

(a) A condigao F' = Vu e arela¢ao com a condigao de F(z, vy, z)
ser irrotacional (rot F' = 0) em (.

(b) A condigdo F' = rotG e a relacao com a condi¢ao de
F(z,y, z) ser incompressivel (div F' = 0) em .

(c) Para um dominio estrelado, as condigoes de F'(x,y, z) ser
a0 mesmo tempo irrotacional e incompressivel, e a relagao
com as condigoes de F ser conservativo e a fun¢ao potencial
associada f ser harmoénica (A f = 0) em Q.

(5) (primeira e sequnda identidades de Green). Seja R uma regiao
cuja fronteira é uma curva simples fechada positivamente ori-
entada C' = OR. Seja n™ o campo normal unitdrio exterior
(apontando para fora). Seja F(z,y) um campo suave em R.
Sejam u(z,y) e v(x,y) fungdes reais suaves definidas em R.

Sabemos que o fluxo & de F' através de C' é dado por
(fazendo uma aplicagao do teorema de Green):

b ::/F-n+d€://dideA
c R

onde dA = dxdy é o elemento de area do plano, e df é o
elemento comprimento de arco de C.

Escolha F' = vVu, na férmula acima, use a identidade A u =
div Vu e denote

871 := Vu-n*, para deduzir a seguinte identidade (primeira

zdentzdade de Green)

(a
(b
(c
(d
(e

(f

(
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//UAudA—i—/ Vv -VudA = va—udﬁ
R R

on*t

Troque u por v na férmula acima e deduza a seguinte identi-
dade segunda identidade de Green):

ou ov
//R(vAu—uAv) dA—/C(U%—uaTT) dl

0
(a) Conclua que se u é harmonica entao a_qi dl=0
n

(b) Mostre que se u é harmonica entao

/ V)2 dA = uﬂ de

Conclua que uma funcao harmomca u se anulando em C' =
OR se anula identicamente em wu.
Deduza dai que duas fungoes harmonicas v e v em R que
possuem os mesmos valores na fronteira de R sao iguais.
Isto é, se a restrigao de u a C' é igual a restricao de v a C,
entao u = v em toda a regiao R.
(6) (propriedade da média para fun¢oes hamonicas no plano).
Vamos supor agora que u é harmoénica num dominio (aberto
e conexo) €. Seja (zg, yo) um ponto de 2 e seja D, = D,.(xo, yo)
um disco fechado de raio r (possivelmente pequeno) e de centro
(o,Yo) inteiramente contido em 2. Tal escolha é possivel ja
que 2 é um aberto do plano. Seja C, o circulo de raio r que é
a fronteira de D, (positivamente orientada).
Como u é harmonica é subharmonica, i. e Au > 0.
Seja @ o fluxo do campo Vu através de C'. Ja sabemos que

CIDC—/ %dﬁ—/ Audxdy
C, D,

Em coordenadas polares, df = r df e assim

2
7"/ @dﬁ—/ Audxdy
0 (91” D,

Como, Au > 0, integrando o primeiro termo da equagao
acima com respeito a r, entre 0 e um numero fixo R, levando
em conta que cada D, é um disco de raio r centrado em (z, yo),
deduza que

2 1
u(zo, Yo) < 27TR/ u(Rcos® — xg, Rsen — yo)RdO = 5 ud€
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Agora, considerando que —u também é uma funcao sub-
harménica deduza que (propriedade da média de uma fungao
harménica):

Se u é harmonica num dominio € entao u(zg,yy) ¢ igual a
média do valor de u em qualquer circulo em €2 centrado em
(0, Y0), inteiramente contido em €2, isto é

1
27TR Cr

(7) (principio do mdximo para fungées harmonicas). Deduza do
item anterior o seguinte principio do maximo: Se u atinge um
maximo M num ponto (interior) de €2 entdo u = M em todo o
dominio €2.

Tal principio vale também para fun¢oes subharmonicas 7

(8) Este exercicio serd melhor compreendido quando vocé tiver con-
hecimento da teoria da integracao complexa e do célculo de in-
tegrais complexas usando o teorema dos residuos. Volte a re-
visita-lo quando voceé estiver fazendo o curso de varidaveis com-
plexas. Seja U C C, onde U aberto do plano complexo C.
Denotamos w = a + ib,a,b € R um nimero complexo, a e b
sao chamadas de parte real e parte imaginaria de w, respectiva-
mente. Seja f(z) = u(z)+iv(z), onde z = x+iy € U (z,y € R)
e u(z),v(z) € R, uma fun¢do complexa continua definida em U
(ou seja u(z) e v(z), a parte real e a parte imaginéria de f(z) sdo
fungoes reais continuas em U). Seja v uma curva parametrizada
suave cujo traco C' esta em U.

Definimos a integra¢cao complera da seguinte maneira

Léf@yu:iﬁf@yk:i/wdx—vmn+g/@dx+u@n

v v
na prdtica: faca f(z) = u(z) +w(z) e dz = dr+idy

u(zo, Yo) = udl

e efetue a multiplcacao f(z) dz separando as partes real e imagindria

Assim, tanto parte real quanto a parte imaginaria da integral
complexa é uma integral de linha real. Quando f(z) é holomorfa
em U, ou seja tem derivada complexa, ou seja ainda a parte real
e imaginaria satisfazem as equagoes de Cauchy-Riemann, i.e

0 1
Uy = vy € u, = —v, em U, ou ainda a—]_t =3 (—+z—> =
Z
em U entao,

Kf@yu:o

em todo dominio estrelado U. Quando f(z) tem singulari-
dades isoladas, digamos um nimero finito de polos na interior
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da regiao cuja fronteira orientada é C', denotados por aq, ..., a,
com a propriedade de que |f(z)| — oo, se z — ay, a situagao
é controlada pelo teorema dos residuos como explicado abaixo.
Numa vizinhanga de cada pdlo a := ay, f(z) se escreve como

- b

(z—a)m " (2-0q)

O ntmero complexo b; é chamado de residuo de f(z) em
z = a e denotado por Res(f,a). Quando m =1 diz-se que f(z)

tem um pdlo simples em z = a. O exemplo tipico é f(z) = —.
z

Também desenvolvendo a série de Taylor de e* e cos z na origem
z
cos z

e
verifica-se que f(z) = — e g(z) = sao meromorfas em C,
z

holomorfas em C\ {0} com um pélo simples na origem, ambas
com residuos iguais a 1 na origem.

O teorema de residuos diz uma funcdo f(z) holomorfa no in-
terior da regiao U, exceto num numero finito de singularidades,

digamos polos, ay, . .., a,, satisfaz / f(z)dz = 2mi Z Res(f, ax).
y

Considere agora uma fun¢ao meromorfa f(z) em C que tém
um unico poélo na origem e este polo é simples e com "residuo”
real. Acima explicitamos alguns exemplos desta situagao. Segue
dai que quando o residuo é real, a parte real da diferencial mero-
morfa f(z)dz é "exata”ou ”integravel” (ou seja, o campo as-
sociado é conservativo) e assim tem uma primitiva (o campo
associado tem um potencial). Enquanto que a parte imaginaria
de f(z)dz, embora seja "localmente exata” (o campo associ-
ado tem rotacional zero) nao é globalmente exata (o campo
associado nao é conservativo em todo o plano perfurado, mas é
conservativo num dominio estrelado que ndo contém a origem).
Nos exemplos (b), (¢) abaixo, tomamos as partes imaginérias na
integral complexa.

(a) Particularize a andlise precedente, considerando a integral

complexa [ —dz, onde v é uma curva parametrizada sim-
z

ples fechada;y nao passando pela origem, fazendo observagoes
pertinentes, exemplificando. Por exemplo, volte ao tltimo
exercicio da lista 4 e o analise a luz destes novos fatos.
Note o seguinte:

No dominio estrelado C \ (—o0,0] com centro em z = 1
uma primitiva de % esta dada por

In(z) =In|z| +i0(z), onde, z = x + iy, |2| = r = /22 + y?

(determinagao do logaritmo ou fungao logaritmo complexo)
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0 € (—m, ) estd dada por § = arg z = 2 arctan (x%r) Note
que

arctan(y/x) se x>0
0 = ¢ ™+ arctan(y/z) se x <0,y >0
—m + arctan(y/x) se <0,y <0

As parte real e imaginaria do logaritmo complexo, dadas
por In |z| e 6(2), respectivamente, sdo fungdes C* e harmonicas
em C \ (—o00,0], como pode ser verificado diretamente.
Dado z € C\ (—00,0], seja [1,2] o segmento orientado
partindo do centro 1 até z. Pode-se mostrar que In z tem

1
a seguinte forma integral complexa Inz = / —dz. Em

[L.2] #
dl 1

todo caso vale que In'(z2) = dnz =—,Vze€ C\ (—00,0].
z z

1
/—dz:O
4 2

para toda curva parametrizada fechada contida num dominio
estrelado que nao contém a origem. Claro que se 7 é uma
curva simples fechada positivamente orientada que da uma
volta em torno da origem, tem-se que

1
/—dz:27rz'
4 2

aplicando o teorema dos residuos. Mais geralmente vale o
seguinte fato: Dado um dominio estrelado {2 com centro ¢
e uma fungao holomorfa f(z) em €2, tem-se que

F(z):= f[c,z] f(2) dz, é uma primitiva de f(z), i.e

F'(z) = f(2), z € Q. Assim,

Lf(z)dz =0

para toda curva parametrizada fechada contida no tal dominio
Q.

Seja F'(x,y) um campo suave definido no plano perfurado
na origem por

Assim,

T ex

e
F(z,y) = (m(xseny —ycosy), e (:ccosy+yseny)) ,

(z,y) € R*\ {(0,0)}. Seja v uma curva simples fechada
positivamente orientada que nao passa pela origem. Seja
R a regiao do plano cuja fronteira (orientada) é ~. Cal-
cule o trabalho W realizado pelo campo F(x,y), levando
em conta os caso em que a origem (0,0) pertence ou nao
pertence ao interior da regiao R, pelos argumentos acima.
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eZ
OBS: Aqui a fungdo meromorfa é f(z) = — e tem residuo

1 na origem. Logo, o trabalho W, realizado pelo campo
F(z,y) ao longo de uma curva simples fechada que da uma
volta em torno da origem ¢ igual a 2. O trabalho W rea-
lizado pelo campo F(z,y) ao longo de uma curva simples
fechada que é fronteira de uma regiao que nao contém a
origem ¢ igual a zero.

(c) Seja F(z,y) um campo suave definido no plano perfurado
na origem por

—ycosxcoshy —xsenzsinhy xcosxcoshy — ysenxsinhy

( 2?4y’ ’ 2+ y? ) '

OBS: Aqui a fungdo meromorfa é f(z) = COSZ,

z=x+1y,x,y € R e tem residuo 1 na origem. Logo, o
trabalho W realizado pelo campo F(z,y) ao longo de uma
curva simples fechada que da uma volta em torno da origem
¢ igual a 27. O trabalho W realizado pelo campo F(z,y)
ao longo de uma curva simples fechada que é fronteira de
uma regiao que nao contém a origem ¢ igual a zero.



