EQS DIFERENCIAIS PARCIAIS I- AGOSTO de 2003—Lista 2
Professor: Ricardo Sa Earp
Integrais primeiras e EDP’s lineares homogéneas de primeira ordem

Sistemas caracteristicos da forma

dl‘l dl‘g d.an

fi(ze, .. zn)  folzr, .. ) fo(z1, .o xy)

1) Resolva os sistemas diferenciais propostos. Obtenha a curva-trajetdria geométrica-
como intersecao de duas superficies em IR® que se cortam transversalmente,
via o calculo das integrais primeiras, no caso de duas variaveis independentes,
ou trés hipersuperficies em IR* no caso de trés varidveis independentes.
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e) Neste exercicio, encontre uma superficie de IR® que seja um grafico de
uma fungao z = z(x,y) satisfazendo a condigao de fronteira z = f(y) na
reta {x = 0} e que contenha a curva dada por
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dx —dy dz

zz+y) yl+y) (—yQCzr+2y+2)
g) Resolva o item e) acima pela técnica ensinada em sala de aula e pelo

método das caracteristicas que consiste em resolver o sistema de E. D. O.
caracteristico associado a E. D. P.
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h) Resolva as EDP’s
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determinadas pelos sistemas caracteristicos associados que estao dados
nos itens a)-d).
2) Encontre uma solugao da equagao

zt + 22, =0

Que seja ilimitada numa vizinhana de um ponto a > 0.
3) Integre as EDP’s dadas abaixo
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dx dy dz
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5) Transforme os sistemas abaixo num sistema da forma

dy -—x dz  a(2® +9?)
de  y’ de  y(a? + 22)
b)
dy _y+=z dz _z—y
dz =’ dz =

6) Resolva os sistemas lineares abaixo e integre as EDP’s lineares homogéneas
cujos sistemas caracteristicos associados sao exatamente os sistemas dados.
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7) Neste item vamos tratar de integrais primeiras para equagoes diferenciais de
segunda ordem que aparecem em varios problemas da Geometria Diferencial
e da Mecéanica. Considere o sistema diferencial de segunda ordem

dgxi dx dz, .
:fi(xl,...,a:n,d—tl,..., dt)’ i=1,...,n ()

Sabe-se que a tal sistema pode-se associar um sistema de primeira ordem com
2n equacoes:

diCZ' . LL‘/
dt !
& (+%)
T / /
T fi(xy,..,xp, 2y, ..., 2))
Dizemos que ¢¥(x1, ..., &y, T},..., 2, ) é uma integral primeira do sistema (x)* se

nga7;+Z.:21fi($17"'7xn7$/17"'7‘r;71) =0

/
x .
pt oz,
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: /
Ou seja, Y(z1,...,Tn,24,..., 2,

) é constante ao longo das trajetérias das
solucoes da equacao.

Alguma vezes a equacao (%) é ndo auténoma, ou seja na expressao aparece a
variavel dependente t. A defini¢do da integral primeira permanece a mesma (veja
exemplos abaixo).

a) Considere uma equagao diferencial de segunda ordem na varidvel inde-

pendente t da forma

(%) ft,z',2")=0

nao envolvendo a variavel dependente x, onde f é uma funcao diferenciavel
com continuidade. Note que a mudanca p = 2’ transforma a equacao dada numa
equagao de primeira ordem em p.

i) Suponha que uma integral primeira pode ser obtida da forma
p= F(t,c)

envolvendo uma constante arbitraria c. Integre a equacao.
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ii) Assuma quem aparece naturalmente uma expressao do tipo
t=G(p,d)

envolvendo uma constante d. Integre a equacao.
iii) Obtenha uma integral primeira para as equagoes abaixo
22" = 2/ — 2ta’ + 212

222’z —ta" +2' =0
b) Assuma que na equagao diferencial de segunda ordem

(%) flz,z',2") =0

nao apareca a variavel independente. Transforme a equacao numa nova
equacao de primeira ordem onde z surge como variavel independente.
Estabeleca uma condigao suficiente para a existéncia de uma integral
primeira de (x).

i) Assuma que a equacao obtida no procedimento acima seja dada por

_ooN1/2
14 (22 r_y
1— 22 dz

Integre a equagao identificando geometricamente as trajetérias no plano de
fase xp.
c¢) Considere a equagao diferencial de segunda ordem

y"(z) + Pz, y(2)y () + Qz,y(x))y (x)* = 0

Assuma que a forma diferencial § = Pdx + () dy seja exata. Encontre uma
integral primeira para a equagao (x). Integre diretamente a equagao quando P, Q
nao dependem de y (equacao de Bernoulli).

d) Integre
yy' = —a(l + y’2), acelR

e) Considere o campo unidimensional

(%) 2" = F(z)
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onde F' é uma funcao de classe C2, interpretando-a como a forca agindo
num sistema conservativo.

i) Mostre que a energia total E := T + U, onde T é a energia cinética
e U é a energia potencial é uma integral primeira.

ii) Mostre que os pontos de equilibrio do sistema de primeira ordem
2 x 2, (z,v) associado a (x) corta a reta v = 0. Mostre ainda que as
orbitas periddicas do sistema associado também corta o eixo x e sao
simétricas com respeito a este.

iii) Seja & = ¢ um ponto critico isolado do sistema associado que seja
um maximo local para a energia potencial U. Determine a natureza

do ponto critico.

Nota: Uma andlise da integral primeira revela que num ponto critico isolado

(0, 0) correspondendo a um minimo local da energia potencial U tem-se um centro.

f)

Considere a equacao diferencial de segunda ordem
zyy” +a(y')* +yy' =0

Procure uma integral primeira da forma

(e, p) = hiz,y) + / zudp

e integre a equacao.
Considere a equacao diferencial com condicao inicial

&Ex [ [(dx 2

x(to) = xo > to
z'(to) = po, po >0
Encontre uma integral primeira ¢ da equacao.
Considere M? uma superficie Riemanniana com métrica
ds? = g(y)? da®+dy?. Seja (z(s),y(s)), s € (a,b) uma curva parametrizada
por comprimento de arco. Seja a o angulo que o vetor unitario tangente
faz com 8_y Sabe-se que a curvatura geodésica k, é dada pela férmula

seguinte:
da ,, dx
ko(s) = o 9 W4,



PROFESSOR RICARDO SA EARP 7

i) Mostre que g(y)-sin o = cst, é uma integral primeira da equagao das
geodésicas (kg = 0).

Nota: Quando se quer classificar as superficies de revolugao de curvatura
média constante num espago de formas espaciais (IR",IH",S™), obtém-se uma
equagao de segunda ordem satisfeita pela curva geratriz v. Esta possui uma inte-
gral primeira natural que pode ser integrada levando a uma forma explicita util.
Além disso a integral primeira serve para se estudar propriedades geométricas de
tais superficies. Mais precisamente, considere o sistema

( dx .

— = —sin

ds 14

dt

— =co8

ds ¥

d_gp _opp_ COS¥
\ ds x

onde H é uma constante.
ii) Interprete o sistema acima a luz da Geometria Diferencial das su-
perficies de IR3.

iii) Usando as técnicas desenvolvidas, mostre que uma integral primeira
¢é dada por

f(z,p) = —zcosp + H2?

verificando o seu resultado por diferenciacao direta.

8) Integre
dx dy dF

vy +rz Y3 —yz - 2xy? + 4y’ F

encontrando uma fungao F'(z,y) satisfazendo as equagoes.
Sugestao: Considere a mudanca de varidavel u = xy, e tente transformar
o sistema acima numa E.D.O na variavel u, procurando uma solucao da forma

F(x,y) = f(zy) onde f é uma fungao de uma variavel real na variavel w.
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