EQS DIFERENCTIAIS PARCIAIS I- SETEMBRO de 2003-Lista 4

Professor: Ricardo Sa Earp

Fatores integrantes, teorema de Frobenius

Equagoes integraveis (exatas) da forma:
P(z,y,z)dz + Q(z,y,2)dy + R(z,y,2)dz =0

1) Sejam P(z,y) e Q(z,y) funcoes de classe C'! definidas num aberto U de IR2.

Considere a equacao

(*) P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

a) Mostre que (*) admite um fator integrante, i.e (x) é integravel.

b) Sejam p e A dois fatores integrantes de cujo quociente nao se reduz a uma
Alz, y)
u(z,y)

constante. Mostre que F(x,y) = = ¢,c € IR, d4 uma solucao

geral de (x).

c) Estabeleca condigoes suficientes para que (x) admita um fator integrante
que dependa apenas de uma variavel (ou bem x ou bem y). Idem para a
existéncia de um fator integrante da forma p = f(x + y).

i) Integre a equacao
(522 + 2xy + 3y°) + 3(2® + zy? +2y°)y’ =0
ii) Encontre a solugao geral da equacao
(222 + 2zy* + Dyda + (3y> +2)dy =0
iii) Integre a equacgao

204y dz+x(14+9%)dy =0
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iv) Admitindo que z é fator integrante da equacgao
(x+y)dz+a(x)dy =0

encontre « satisfazendo a(1) = 1 de modo que a equagao seja exata.
Integre a equagao.

d) Considere a equagao
(y2/2 —2ye”)dz+ (y—e")dy =0

i) Obtenha um fator integrante da equagao.
ii) Obtenha a solucao geral da equacao
iii) Obtenha a expressao geral dos fatores integrantes da equagao.

e) Estude como obter um fator integrante para a equacao
(A(z,y)dz + B(z,y)dy) + (C(z,y)dz + D(z,y) dy) =0
i) Encontre um fator integrante para a equagao
aydz + brdy + z"y" (aydz + Sz dy) =0

onde a, b, o, B, m,n sao constantes.
f) Considere
(yz? +19° —xy)dz +2°dy =0

i) Mostre que fazendo uma escolha adequada de um fator integrante
a equacao obtida apdés uma mudanca de varidvel é uma equacao de
Bernoulli.
ii) Integre a equacao.
iii) Determine todos os fatores integrantes da equagao.
g) Resolva a equagao
dy x
dz 22y% 1 4
2) Estabelega a condigao de integrabilidade da equacao

(*) dz = P(z,y,2)dr + Q(z,y, z) dy
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onde P e @ sio funcoes de classe C' num aberto U de IR®.

a) Integre a equacao

21 + 22 — 22 — 292 4y + 22 — 2% — 292
= q:

P 2z ’ 2z

O método de Mayer consiste em integrar (x) no plano vertical y — yp =
m(x — xp), onde m € IR e dy = mdz. Aplique o método para integrar
b)

(22 4+ 22(y +2) —y? — 22) do + (y? + 2y(z + 2) — 2% — 2?) dy

dsy =
: 2?2 4+ y? — 2z2(x +y) — 22

3) A finalidade deste exercicio é integrar a E.D.P. quasilinear
(*) M(l’,y,U)U,m = N(m,y,u)uy

onde M e N sdo funcoes de classe C' num aberto U de IR®.
a) Tome u como parametro e estabeleca a condigao de integrabilidade da

equacao
(k) Mdy+ Ndz =0

b) Assuma que ¥ (z,y,u) = 0 é solugao de (xx) satisfazendo 1, # 0. En-
contre uma férmula para 1 e mostre que a fungao u(x,y) determinada
implicitamente satisfaz a equagao ().

i) Seja
YUy = TUUy
Determine ¥ (x, y,u) = 0, e encontre solucoes particulares da equagao.
4) Verifique se as 1-formas diferenciais abaixo w sdo exatas ou integraveis encon-
trando as superficies integrais.
a)
w=yzdr+2xzdy —3zydz =0

b)
w= (6 +yz)dr + (xz — 2y)dy + (zy + 22)dz =0
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w= 2z + 9>+ 2x2)dr + 22ydy + 2°dz =0

d)
w=2zzdr —2yzdy — (2* —y*)dz =0
€)
w=ylx® —y* —zy)de +z(y* —2® —zz)dy +2y(z +y)dz =0
Determine um fator integrante.
f)
(yz + 2%3)dx —zzdy + 2ydz =0
g)

2xdx 4+ dy + (1 + 222 + 2yz + 22%2)dz = 0

h) Diferenciando verifique suas respostas aos itens a) — g).

i) Considere
(*) y(y* —x)de +2?dy =0
i1) Mostre que a equacao (x) é invariante pela transformacao ( uma
y/ _ ee/2 y
2 =e‘x

i9) Considere o operador infinitesimal do grupo dado por

familia a 1-parametro)

{n = g, ¢ = x}. Mostre que a equagao (x) admite um fator inte-
1

grante da forma A(z,y) = N M€’ onde M = y(y?>—z) e N = 22,

Integre.

j) Mostre que se a equagao
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

é homogénea e Mx + Ny # 0, entdao um fator integrante estd dado por

AMz,y) = m Aplique isto encontrando primeiro um fator inte-

grante da equacao seguinte antes de resolvé-la

(zy — 2y*) dz — (22 — 32y)dy =0
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k) Mostre que f(z + iy) := M + iN é holomorfa entao um fator integrante
de

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0
1

LN Usando isto integre

pode ser obtido da forma A =

(y* + 22y — 2*)dy — (y* — 22y — 2®)dz =0

5) Determine f(x,y) de modo que a 1-forma diferencial abaixo w
w=(yz —y’)da + (zy” + 22)dy + f(z,y)dz = 0

seja integravel, encontrando as superficies integrais.
6)
a) Determine o campo de planos de dimensdo 2 em IR\ {0} dado pelas
1-formas diferenciais abaixo
i)
w=zdr+ydy+2zdz=0
ii)
w=zdr+ydy —2zdz=0
b) Determine se as 1-formas do item a) s@o integraveis e obtenha as su-
perficies integrais. Use o MAPLE para exibir um grafico que desenhe as
folheagoes determinadas .
¢) Faga um estudo andlogo ao que foi feiro nos itens a)b) com respeito a

1-forma, diferencial em IR? \ eizo z dada por
w=ydr—2zdy

d) Determine as singularidades das folheagdes em IR? dadas nos itens a, b, c.

e) Exiba outros exemplos interessantes de foleagdes de IR3, exibindo os
graficos via o MAPLE.

f) Generalize o que foi feito anteriormente e obtenha folheacoes de codi-

mensao 1 em R™.



6 PROFESSOR RICARDO SA EARP

*x * *

Vamos olhar para certos aspectos do teorema de Frobenius. Consulte as
referéncias 2,4,6,7,11 e 13 para obter um maior aprofundamento deste importante

resultado.

Seja X = ZaZ 3(2’1 eY = Zb 8(2'1 campos de classe C' definidos num

aberto U de ]R” O colchete de Lle de X e Y esta definido por

XY= (D <@j@—xj - bja_xj) oz,

i=1 \j=1

Dizemos que uma distribuicio P de k-planos de classe C' em IR™ é integravel
se existe uma folheacao F de dimensao k tangente a P. Um fato é que uma
distribuicao de k planos pode ser definida localmente como sendo o nicleo de
n — k formas independentes, ou seja dada pelas equagoes wg11 = 0,...,w, = 0,
onde Wy1,...,wn, sao 1-formas de classe C' linearmente independentes.

Sabemos que P é integravel se e somente se

dwj Awgs1 A== Awy, =0, j=k=1,...,n

Dizemos que P ¢ involutivo se dados campos X e Y tangentes a P entao o
colchete [X,Y] também é tangente a P.

A versao geométrica do teorema de Frobenius diz que P é integravel se e
somente se é involutivo.

Uma outra maneira de ver o Teorema de Frobenius é via a equivaléncia:
P é integravel, se e somente se o ideal 7 da formas diferenciais que anulam a
distribuicao P é fechado com respeito a diferenciacao exterior, i.e d(Z) C Z. Diz-se
que neste caso Z é um ideal diferencial.

7) Conservando as defini¢oes, convengoes e notagoes acima:

a) Seja ) uma 2-forma diferencial num aberto U tal que

QAWpr1 A Awp =0

Mostre que localmente existem 1-formas diferenciais a1, ... a, tal que

Q=041 NwWk+1 + -+ an Awp
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b) Mostre que
dw;(X,Y) =Yw;(X) — Xw;(Y) +w; ([X,Y])
c) Assuma que P é integravel. Mostre que P é involutivo e vice-versa.

8) Sejam A(x,y,z,u), B(x,y,z,u) e C(x,y,2,u) funcdes de classe C! definidas
num aberto de IR?. Estabeleca a condicio de integrabilidade da equacio

du = A(z,y,r,u)dr + B(x,y,v,u)dy + C(z,y,z,u) dz

9) Sejam A(x,y,z2), B(x,y,2) e C(z,y,z) fungdes de classe C! definidas num
aberto de IR®. Determine a condicéo de integrabilidade do sistema

(OR 0Q
7% 4y
Jdy 0z
OP OR
- _ ' _ B
0z  Ox
0Q 0P
T _C

L Oz Oy

10) Considere Ug(u, v, x1,...,Ty,) € Vi(u,v,x1,...,x,) duas fungoes suaves local-

mente. Estabeleca a condigao de integrabilidade do sistema

aIL’k

— =U, ) yrreadn

5 k(u, v, 21 Tn)

8$k

E:Vk(u,v,ml,...,xn), k=1,2,...n

Nota: O resultado acima pode ser utilizado para demonstrar o teorema fun-
damental da Geometria Diferencial: As equacgoes de compatibilidade Gauss e
Codazzi-Mainardi sao as equacoes de integrabilidade para se construir imersoes
isométricas em IR>, mas geralmente nos espagos de formas espaciais. Consulte as

referéncias 6, 10.
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