EQS DIFERENCTAIS PARCIAIS I- SETEMBRO de 2003-Lista 5

Professor: Ricardo Sa Earp

E.D.P. nao linear de primeira ordem
Método da faixa caracteristica- Charpit Lagrange

O problema de Cauchy: Eliminacao dos parametros e envelopes
Método de Jacobi

1) Considere as E.D.P’s

(1) f1($7y72ap7Q)=p2+q2—1=O

(2) gl(x7yuz7p7 Q) = (p2 +q2)l’ — pz =0
* * *

(3) fo=zp—yq=0

(4) g2 = Z(Cﬁp + yq) — 2zy =0

a) Mostre que (1) e (2) sdo compativeis e exiba uma familia comum a um
parametro. Elabore desenhos, usando o MAPLE, para diversos valores
do parametro.

b) Mostre que z = (z 4+ %)/v/2 é uma solucio de (1) mas nio é uma solucio
de (2). Verifique sua resposta fazendo diferenciagao.

c) Mostre que (3) e (4) sdo compativeis e exiba uma familia comum a um
parametro.

2) Encontre uma integral completa para cada uma das equagdes abaixo, ela-
borando desenhos usando o MAPLE. Verifique sua resposta fazendo diferen-
ciacao.

a)

P +¢*)y—qz=0

b)

pg+yqgt —1=0
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x2p2+y2q2_420

d)
z = pz + qy + log pq
e)
Pr+qiy==z
f)
pry + pq+ qy = yz
g)
zpq = p*(p* + zq) + ¢*(¢* + yp)
h)
2(p*+¢*) +pr+qy =0
i)
2P+ ¢ =1
j)
P’z —qy* =0
k)
p:v?’ + q2 +zy =0
1)
2p° +¢%) = a®
m)

2> —pqry =0

n) Procure encontrar em cada um dos exemplos anteriores uma nova integral
completa, envelopes a dois parametros (integral singular), se existirem,

envelopes de subfamilias a um parametro (integral geral), se existirem.

2) Discuta as equagdes caracteristicas associadas & E.D.P. de Hamilton-Jacobi,
as equagoes de Euler-Lagrange obtidas pela minimizacao do funcional acdo,
e as E.D.O. de Hamilton. Exiba exemplos de Hamiltonianos e Lagrangianos

que aparecem na Mecanica Céssica.
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Use o método das caracteristicas para encontrar a superficie integral que seja
solucao da E.D.P. nao linear

pg—z2=0

passando pela pardbola z = 32, x = 0. Verifique sua resposta fazendo difer-
enciacao.
Use o método de Jacobi para resolver as E.D.P’s nao lineares em trés varidveis
independentes abaixo, encontrando uma integral completa

a)

2xzuy + 3z2uy + uZuz =0

b)
24 2u, = (uy + uy)2

c)

ui+u§+u2:1

Verifique sua resposta fazendo diferenciacgao.
Discuta como o método de Jacobi pode ser aplicado para encontrar uma inte-
gral completa para uma E.D.P. de primeira ordem em duas variaveis indepen-
dentes. Encontre pelo método de Jacobi uma integral completa da equacao
Pz + ¢’y =z
Encontre uma solucao para as E.D.P’s abaixo, satisfazendo a condigao inicial
dada. Discuta a questao da unicidade. No caso nao-linear, explicite a sub-
familia destacando o envelope. Determine os pontos nao caracteristicos de
cada condicao inicial ou de fronteira dados. Relacione seu célculo com o teo-
rema de existéncia e unicidade. Verifique sua resposta fazendo diferenciagao.
a)
PPra=y
contendo a reta y = z = 0.
b)
pPg=p+q
passando pela reta x +y =0, 2z=1.

c)
p*+q¢*=1
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contendo o circulo no plano zy de centro (1,0) e raio 1.

d)
(209 — Dp+ (= — 20%)q = 2(z — y2)
passando pela reta x =1, y =0.
e)
3 2 _ 2
z°p+y(3x* +y)g = 2(22° + y)
contendo a pardbola z =y +y?, x=1.
f)
(p* +q*)x =pz
passando pela pardbola y = z2/4 = 0.
g)
pr+qy=-z
contendo aretax +2 =0, y=1.
h)

passando pela pardbola z = 32, x =0.

s=p? —

contendo a pardbola z = —22/4, y=0.

(z—yp+y—r—2)g==2

passando pelo circulo 22 +y2 =1, z=1.
7) Encontre uma integral completa para a equagao que nao depende das varidveis
independentes x,y, z

Uy + Uy + Uy = 3UzpUylU,

8) Resolva os problemas de Cauchy abaixo, discutindo existéncia e unicidade,

em cada caso.

a)

ptqg=1

contendo a curva inicial zg = s,y9 = 8,20 = s/2, 0<s< 1.
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b)
2pt+yq ==z
contendo a curva inicial zg = 5,70 = 52,20 =5, 1<s<2.
c)
p—z2q+2=0, z,y >0
contendo a curva inicial xog = 0,y9 = 5,20 = —25, —00 < s < .
d)
(x+2)p+2yq =2z
contendo a curva inicial 2o = —1,y0 = 8,20 = /s.
e)
p+q=2*

contendo a curva inicial g = s,yp = 0, 29 = f(5).

9) Aplique o método da faixa caracteristica para resolver as E.D.P’s abaixo,
discutindo a escolha da faixa inicial e a unicidade.

2)
z= %(p2 +¢*)+(p—2)(g—y)

contendo o eixo z.

b)
p2x +qy==z
contendo aretay =1, x4+ 2z = 0.
b)
2 =p? — 2
passando pela curva xg = s,yg = 0, 20 = —s2/4.
c)
pg=1
passando por xg = 2s,y9 = 25,29 = bs.
d)

z:p2—3q2

contendo xy = s,yg = 0, 29 = s°.
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10) Considere o seguinte problema inicial/bordo para a equa¢do do transporte

2
3

estendida nao-homogénea (1 varidvel espacial)

ug + buy + cu =f(z,t), em IR x (0,00)
u=g, em IR x {t=0}

onde b, ¢ sao constantes e f, g sao suficientemente regulares.
a) Classifique a E.D.P.
b)
c) Interprete geometricamente a E.D.P. quando ¢ =0e f =0.
d)

Escreva o sistema caracteristico associado.

Aplicando o método das caracteristicas, transforme a E.D.P. numa E.D.O.
linear nao homogénea na variavel s.

e) Mostre que a solugao do problema é dada por

t

u(x,t) =e /ecs f(x —b(t—s),s)ds +e " g(x — bt)
0

BIBLIOGRAFIA

. T. Amaranath. Partial differential equations. Segunda edicao. Alpha Science,

England, 2003.

. Lawrence C. Evans. Partial differential equations. AMS, 1998

. A. Martin. Equations aux dérivées partielles. Dunod, Paris, 1991.

4. Jorge Sotomayor. Licoes de equacoes diferenciais ordinarias. Projeto Euclides,

S Ot

1979.

. Georges Valiron. Equations fonctionnelles. J. Gabay, 1989.

. Daniel Zwillinger. Handbook of differential equations. Segunda edi¢ao, Aca-

demic Press, 1992.



