EQS DIFERENCIAIS PARCIAIS I, DEZEMBRO de 2003-Lista 8

Professor: Ricardo Sd Earp
E.D.P’s classicas de segunda ordem
—FEquacoes da Laplace, calor, onda e equs. afins

Miscelanea de métodos, III

(1) Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro dé uma resposta com-
pleta, escrevendo uma explicacao cabal e uma deducao sucinta. Caso
falso esboce um contra-exemplo.

(a) Seja U C IR™ um aberto de classe C?. Seja u uma funcao de classe
C? em U, que é solucdo do problema de Dirichlet
Au = u?, relU
u=0, x € 0U
Segue entao que u = 0.
(b) A funcao
3

I 2

é a tunica solugao da equacao de Monge-Ampere

—_

2
Uz Uyy — Uy, = 1

(¢) Uma fungao harmonica u(xy,...,z,) que se anula na fronteira da
faixa {a < x1 < b} ¢é identicamente nula.
(d) Uma funcao u(zx,y) que satisfaz a equagao

Ugg + Uyy +2u =0

no quadrado U := {0 < z < 7,0 < y < 7} satisfazendo u = 0 em
OU é identicamente nula em U.

(e) Uma fungao hamoénica u(x,y) no setor S := {;—;T <0< %} que
se anula no bordo de U é necessariamente nula.
(f) Seja u é uma fungao subharmonica positiva num dominio U C IR".
(i) Set > 1 entdo u' é ainda subharmonica positiva e satisfaz um
principio do méaximo.
(ii) Se u é harmonica, entao logu é superharmoénica em U, i.e
—log u é subharmonica em U.
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(g) Se u é subharmonica em um aberto U C IR" entao
w(z) := x - Vu(x) é ainda harmonica, onde - é o produto escalar
usual em IR".

(h) Se w é harmonica em U C IR" entdo os zeros de u podem ser
isolados.

(i) Sejau(xy,za,...,x,) uma fun¢do harmonica semi-espaco H := {xz, >
0}, que é continua e limitada no semi-espaco fechado H. Segue que
se u=0em OH := {z, = 0}, entdo u = 0 em H.

(j) Sejau(zy,xa,...,x,) uma fungdo harmonica semi-espaco H := {x,, >
0}, que é continua no semi-espaco fechado H. Segue que se u = 0
em OH := {z,, = 0}, entdo u =0 em H.

(k) Sejau(xy, 2, ..., Tny1) uma funcdo harmonica em IR satisfazendo
u(z,0) =0, Vo € IR". Segue entao que u(z, —y) = —u(z,y), V(z,y)
R"

(1) Seja Seja w(zy,xs,...,x,) uma fungdo harmonica em IR" satis-
fazendo

m

lu(z) < A1 + |z|P), Vr € IR"

A
onde A € IR e p > 0. Segue entao que u é um polinémio de grau
no maximo p.
(m) Uma fungdo harmonica w(zq,s,...,x,) limitada no exterior do
disco U := {]z| > 1}, que se anula no bordo U := {|z| = 1},
i.e u =0 em OU, é identicamente nula em U.
(n) Seja u uma fungao harmonica real em U C IR" satisfazendo
limsup u(ax) < M
k—o0
para toda seqiiéncia {ay} em U convergindo ou bem & um ponto de
OU ou bem a oo. Segue entao que u < M em todo U.
(0) Seja Q C IR?, um dominio, 2 # IR?. Seja u uma funcio harmonica
real limitada em ) satisfazendo
limsup u(ax) < M
k—o0
para toda seqiiéncia {ax} em 2 convergindo a um ponto de 9.
Segue entao que u < M em todo €.
(p) A fungao u(x) = |z|*, z € U C IR™ é subharmonica para t > 2 — n.
(q) Uma familia de fungdes harmonicas limitadas num aberto

U C IR" é normal e vale um principio de compacidade para funcoes
harmonicas.
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(2) Considere o seguinte problema com valor inicial

ur+b-Du+cu= f(x,t) em IR" x (0,00)
u=g(x) em IR" x {t=0}
(a) Resolva o caso homogéneo, i.e f = 0.
(b) Resolva o nao homogéneo exibindo uma férmula geral explicita e

explicando como intervém o principio de Duhamel.
(3) Considere o seguinte problema de valor de contorno (ou de bordo)

—Au=f em B,(0)
{ u=g em 0B,(0)

(a) (Desigualdade de Harnack) Usando a férmula de Poisson no disco
mostre que se u é uma fungdo harmonica positiva em B,.(0) entao

r—lal
T

T+ |z

(CEFI TS

n—2

u(0) < u(z) < r" 2

Use a desigualdade acima para mostrar que o teorema de Liouville:
Uma fun¢ao harmonica em IR"™ limitada inferiormente é constante.
(b) Mostre que existe uma constante C, tal que

max |u| < C (max lg] +max]f|>
B, (0) 9B,(0) B (0)

(4) Considere o seguinte problema com valor inicial

u — kAu+cu = f em IR" x (0, 00)
{ (1)

u=yg em IR" x {t =0}

onde k,c € IR.

(a) Assuma ¢ = 0. Resolva primeiramente o caso homogéneo f = 0. Re-
solva o problema nao homogéneo neste caso exibindo uma férmula
explicita. Chame w(z,t) tal solugao.

(b) Considere o caso homogéneo f = 0. Chame wuy(z,t) tal solugao do
homogéneo associado a (1). Mostre que w = € wuy(x,t) é solugao
do item anterior. Encontre uma férmula geral para wup(x,t).

(¢) Usando o principio de Duhamel e reduzindo ao caso resolvido no
item (a) em que ¢ = 0, obtenha uma férmula explicita para a solugao
do problema (1).
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(5) Considere o seguinte problema com valor inicial

u—kAu=0 em IR" x (0, 00)
(2)

u=g emIR" x {t=0}
onde k € IR. Assuma que g(x) é uma funcdo impar na varidvel z,
continua e limitada em IR". Isto é g(z1,..., 2, 12,) =
—g(x1,...,2p_1 — ), donde g(x1,...,2,1,0) = 0. Encontre uma
férmula explicita para a solugao geral u(z,t) de (2) que dependa apenas
dos valores de g(y) para y € IR", := {z,, > 0}.
(6) Considere o seguinte problema com valor inicial/bordo em 1 varidvel
espacial
Uy — kg =0, x>0,t>0
w0,6)=0, >0
Uy (00,t) =0, t>0
u(w,0) = glz). @3>0
onde k € IR e g é continua e limitada.
(a) Relaciona as solugoes de (3) e (2).
(b) Obtenha solugao de (3) via dois métodos distintos, sendo que num

destes faca uso da transformada de Laplace.
(7) Considere a equagao (1 variavel espacial)

(a) Mostre que a existe uma mudanga de variavel da forma
w(x,t) = e y(x t)
que transforma a equacao acima numa equacao da forma
wy = kwxz

(b) Resolva o problema geral nao homogéneo com condigao inicial, exi-
bindo uma férmula explicita, para a equagao (4).
(8) Considere o seguinte problema de valor inicial /bordo
uy — alNu + bl Dul* = 0 em IR" x (0, 00) )
5
u=g¢g emIR" x {t =0}

onde a, b sao constantes.
(a) Encontre uma fungao real ¢ : IR — IR que lineariza (5), i.e de modo
que w := (u) satisfaga & uma equacao linear. Tal transformagao
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w é chamada de transformacao de Hopf-Cole. Exiba uma férmula
explicita para a solugao quando g é limitada.

(b) No caso de 1 varidvel espacial z, faga 0 mesmo para uma equagao
mais geral admitindo um termo linear da forma cu,, c € IR. Exiba
uma férmula explicita para a solugao quando ¢ é limitada.

(9) Considere o seguinte problema com valor inicial/bordo (1 variavel espa-
cial)
( AUy, + bu + uy = 0, O<zxz<l, t>0

u(0,t) = uge ™, t>0

4
u(l,t) = uge ™™, t>0

tlim u(z,t) =0, 0<z<l

\
onde a,b,l, o, 3 > 0, e an? > bl.

(a) Faca a mudanga de varidvel u(z,t) = w(z,t) + (a1x + by)ug e +
(agx + be)ug ¢ P e mostre que as constantes ap, as, by, by podem ser
escolhidas de modo que as condig¢oes de bordo sao triviais e reduza o
problema a um problema nao homogéneo relativo a mesma equagao
com condigoes de bordo e inicial triviais. Encontre a solugao w(x,t)
via o método das variaveis separadas, resolvendo primeiramente o
problema homogéneo associado. Em seguida desenvolva os termos
nao homogéneos nas respectivas séries de Fourier (de senos), deter-
minadas pela solucao do homogéneo, mostrando que uma solugao
particular de (6) é dada por

u(z,t) = <1 - %) uge ™ —i—% uy e Pt

= 2ug (b—a)e™ . (B—Db)e P . /nm
X | T e e | ()
n=1 a+a —b B+a b

l2

com ar? > bl%.
(10) Considere o problema com condi¢ao inicial/bordo (1 varidvel espacial)

((Ugr + Uy + Au = 0, O<zx<a, 0<t<b
w0,8) =0, 0<t<b
u(a,t) =0, 0<t<b (8)
u(z,0) =0, 0<z<a
uy(z,b) =0, 0<z<a




onde A, a,b € IR.
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Usando o método de separacao das varidveis, encontre uma solucao
elementar do problema, obtendo uma solucao na forma de um pro-
duto de senos e cossenos.

(11) Considere o problema de Sturm-Liouville

2 X, + 32X, + AX (2) =0

com X(1)=0e X(e) =0e X =d%
(a) Notando que a equagao acima é uma equagao de Euler mostre que

2

os auto-valores do problema de Sturm -Liouville sao A\, = a; =

n

1+ n%m, n € N* e as respectivas auto-funcoes sao dadas por

Xn()

1
= —sen (nrlnz),

n € N*
x

(b) Verifique a relacao de ortogonalidade

/XnXp rdx =0,

n#p

(c) Seja vy, (z) um sistema ortogonal completo de L2[1, €], obtido normalizando-

se o sistema ortogonal X,,. Seja f uma funcao de classe C'! em [1, ¢]
cujo desenvolvimento na série de auto-funcoes é dado por

Calcule b,

= Z by v ()

(d) Fazendo uso do método de separagao das varidveis, mostre que uma

solucdo particular do problema com valor inicial /bordo

Ut = T2 Ugy + 3T Uy, l<zr<e, t>0
u(1,t) =0 t>0
u(e,t) =0 t>0 (9)
u(z,0) =0 l<z<e
| w(z,0) = f(z) l<z<e
é dada por

n=1

3 YCJ R —
Zm /\/_f )sin (nmlnz) dz —sin 1+ n2n?t sen (nmlnx)
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(12) Considere o seguinte problema de valor inicial /bordo
u — Au=f em IR" x (0,7

(10)

u =g em IR" x {t =0}

Assuma que os dados f e g sdo suaves e que u(zx,t) seja uma solucao
suave de (11) que, juntamente com suas derivadas parciais, se anula no

infinito.
Mostre que
T
sup /|Du|2dx+//uf+]D2u\2 dxdt
0<t<T
R" 0 R"
T
e //f2 dxdt+/]Dg[2 dzdt
0 R™ R"

(13) Considere o seguinte problema de valor inicial /bordo
u—ANu+cu=0 em U x (0,00)
u=0  em U x [0,00) (11)
u=g emU x {t=0}

onde ¢ é uma constante.
(a) Assuma ¢ = 0. Mostre que

luC )2y < €M Nlgllewy, =0
onde A\; > 0 é o primeiro valor préprio do Laplaciano espectral, i.e
de —A.
(b) Assuma que ¢ > A > 0.
Mostre que

lu(z,t)] < Ce™, (x,t) € Ur
(14) (a) Considere a equagao diferencial
Ugy — 2Ugy — 3Uyy = 0

usando a técnica de D’Alembert, fatorando a E.D.P, mostre que a
integracao pode ser reduzida a integracao de equacoes de primeira
ordem, mostrando que a integral geral é dada por

u(x,y) = f(r—y)+9Br+y)
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onde f,g sao funcoes arbitrarias. Generalize o método para uma
equacao do tipo

Uy + (a+ b) Ugy + abuy,

onde a, b sao constantes.

(b)
2
Ugg + OUzy + Iy = —
Yy

usando a técnica de D’Alembert, fatorando a E.D.P, mostre que a
integracao pode ser reduzida a integracao de equacoes de primeira
ordem, mostrando que a integral geral é dada por

u(z,y) = yf(3r —y) + 9Bz —y)+

n 8_11 (% +y%3z —y) + (3z —y)? (yln|y| — y))

onde f, g sao fungoes arbitrarias.
(c) Considere a equagao diferencial

22 Uy + 22y Ugy + e Uyy = z2y?

(i) Levando em conta que a equagao acima é uma equacao de Eu-
ler, faca as mudancas de varidveis = e* e y = ¥ transfor-
mando a equagao numa equagao diferencial de segunda ordem
com coeficientes constantes.

(ii) Usando a técnica de D’Alembert, fatorando a E.D.P, mostre
que a integracao pode ser reduzida a integracao de equacoes
de primeira ordem, mostrando que a integral geral é dada por

2,2
=22 () o)

onde f, g sao fungoes arbitrarias.
(iii) Resolva o mesmo problema pelo método das curvas carac-

teristicas. Compare os dois métodos.

A lista 8 de E.D.P. oficialmente termina aqui. Contudo resolvi alinha-
var alguns desenvolvimentos da equacgao de Laplace e de equacoes afins
no ambito das Varidveis Complexas e da Geometria Diferencial.
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Incursao sobre fungcoes harmonicas no plano complexo

Considere 2 um dominio do plano complexo C e u(z), z = z+iy uma
fungdo harmonica (real) em Q. Lembremos que a diferencial conjugada
harmonica esta definida por

ou ou
du = ——d —d
“ Jy T or

Dizemos que v é conjugada harmonica de u em €2, se existe uma fungao
holomorfa f tal que f = u + v (logo v é harmonica). Note que se v é
homoéloga a zero em (2, tem-se que

/*duzO

v

Conclua que quando €2 é simplesmente conexo a conjugada harmoénica
v estd bem definida, ou seja nao é uma fungao multi-valente. Conclua
também que, se v é uma curva regular entao

ou

Y

onde n ¢ normal unitario ao longo de 7.
Note que se o bordo orientado I' de €2 é composto por curvas analiticas,

entao
/*du =0

T

No caso nao simplesmente conexo a conjugada harmoénica pode ter periodos.
Os periodos de u estao definidos por

/*du, i=12...,n
Vi

onde {71,792, ...,7} correspondem aos ciclos que geram a classe de ho-
mologia de 2. Note que se € é uma regiao multi-coneza e se {1,752, - - -, Yn}
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correspondem aos ciclos que geram a classe de homologia de €2, entao ,
u tem uma conjugada harmonica, se e somente se

/*du:(), 1=12,....n

Yi

Seja A um anel em C, e seja zg € A. Suponha que a conjugada
harmonica tenha periodo 27wia.. Pense na seguinte funcao

@)/ ze A

Pense numa féormula explicita de uma funcao harmonica u que possua
uma bem definida conjugada harmoénica v num anel 1 < |z| < 2.
Suponha agora que 2 seja um dominio multi-conexo e seja K1, ..., K,
as componentes conexas limitadas de C \ Q. Tome a; € K;, j =
1,...,n. Sejam 2mcy, 27cy, . .., 27c,, 0s periodos da funcao harmonica
u definida em €2. Note que existe uma funcao analitica h em € tal que

u:%h+chlog|z—aj|
1

Conclua que se f(z) é uma func¢ao holomorfa no anel 0 < r < |z| < oo,
que nao se anula, entao existe uma funcao harmoica limitada h em
r<s<|z| < oo, e uma fungdo H harmonica em C tal que

log|f(z)| = clog|f(2)] + h(z) + H(z)

Seja u(z) uma fungdo harmonica num disco perfurado D* = {0 < |z| <
e}, e considere a fungao holomorfa, possivelmente multi-valente f(z) =
u(z,y) +iv(z,y), onde v é a conjugada harmonica de u. Note que f'(z),
é uma fungao holomorfa bem definida em D*, deduza que f'(z) possui
um desenvolvimento de Laurent em D*. Conclua com isso que f(z), tem
a seguinte expressao

f'(z) = Z an2"

Pense na série acima. Conclua além disso que f(z), como fung¢do holo-
morfa possivelmente multi-valente, tem a seguinte expressao

a Zn+1
n

n+1

f(z) =a+a_ilogz+ Z

n#—1
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Conclua ainda que a fungao harmonica v em D* tem o seguinte desen-
volvimento (z = ré")

u(r,0) = clogr + Z(an cosnf + (3, sinnf)r"

e conclua também que u é parte real da funcao holomorfa possivelmente

multi-valente f(z) = clogz + Z — if3,)z". Finalmente, usando o

que foi estabelecido neste item, de outra deducao do item logo acima.
Conclua que uma fungao harmonica limitada num disco perfurado D*,
admite uma extensao harmonica a todo o disco. Conclua que se u é uma
func¢ao harmonica no disco perfurado média de u ao longo de circulos
concéntricos de centro a e raio r < R é uma funcao linear de logr, ou
seja existem constantes reais a e (3 tal que

2

1 .
—/u(a—irre“’)d@ =alogr+ 0
2

0

Conclua dai uma outra dedugao do item acima
Agora suponha que €2 seja uma regiao cujo bordo é composto por cur-
vas analiticas simples fechadas. Seja I" o bordo orientado de 2. Suponha

que f(z) = u(x,y) +iv(x,y), seja uma funcio de classe C' em Q. Note
as seguintes identidades

[ G av=g [ 12
fion e (525
r Q

Além disso note que se u e v sao de classe C! em 2, e de classe C? em
(), tem-se a identidade de Green

/(v*du —u*dv) = // vAu —ulAvdx dy
0

r
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Note que se u, v sao harmonicas em §2, e v é um ciclo homodlogo a zero
em (), entao

/(U*du —u*dv) =0
T

Conclua dai outra deducao da féormula da média de uma funcao harmonica
num disco perfurado obtida no item c) iv) acima. Conclua também

que se u e v sao funcoes harmonicas em € e de classe C! em ), entdo

/v*du:/u*dv.
r r

Note que a soma dos periodos de uma funcao harmonica, associados
a todas componentes do bordo de um dominio multi-conexo €2, é zero.

Algumas propriedades bdsicas

Agora vamos enfocar algumas propriedades basicas de fung¢oes harmonicas

e subharmonicas, algumas de muito importancia no que se segue.

Seja u uma fungao harmonica em D = B;(0). Seja f uma fungao
holomorfa em D tal que Rf = u (por qué existe tal f ?) Note que para
|z| <7 onde 0 <r <1 tem-se que

27
1 ) 2 2
u(2) /u(r e”)% dt

T o
Note que a desigualdade de Harnack segue quase que imediatamente da
seguinte estimativa do nticleo de Poisson

r—lz| _ rP—|z]* _r+lz
4z et —z2 T e — |2

|z| <r

Uma funcao u de classe C? definida num dominio © é chamada de
subharmonica, se Au > 0 em 2. Demonstre com todos os detalhes o
principio do méaximo interior e do bordo para funcoes subharmonicas.
Defina fungoes subharmonicas assumindo apenas u semi-continua supe-
riormente e estude as varias propriedades. Note que se uma seqiiéncia
{u,} de fung¢ées harmonicas num aberto U, converge uniformemente a
uma funcao u em compactos de U, entao u é necessariamente harmonica.
Note que a seqiiencia das derivadas parciais converge uniformemente em
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compactos para a derivada parcial de u. Sugestao : Vocé pode usar a
formula do item anterior.

Considere a desigualdade de Harnack para fungoes harmonicas. De-
duza também o teorema de Liouville : Se uma fungao harmonica definida
em todo o plano complexo é, limitada ou bem superiormente ou bem
inferiormente, entao é necessariamente uma constante.

Deduza o teorema de trés circulos de Hadamard: Seja u(z) uma fungao
subharmonica num dominio €2, contendo dois circulos concéntricos de
raios 1 e 73 e o anel delimitado por estes. Seja M(r) o maximo de u
num determinado circulo de raio r, entao para r; < r < ro, note que
vale a seguinte desigualdade

M (ry)log(ra/r) + M (r9)log(r/r)
log(ry/r1)

M(r) <

e ocorre a igualdade, se e somente se

M (ry)log(ra/r) + M(r2)log(r/r1)
log(ra/m1)

onde r = |z|. Sugestdo : Aplique o principio do méximo de forma con-
veniente. Conclua o teorema de Liouville: Se uma funcao subharmonica
definida em C*, o plano complexo menos um ponto, é limitada superior-
mente entao é uma constante. Mais geralmente, note que se a hipotese
de ser limitada superiormente é enfraquecida e substituida por

M (r) <0

lim inf <
| log 7|

quando r — 0 e quando r — oo, obtemos também que u é uma con-
stante.

Funcao de Green

Seja U um aberto de C e seja p € U. Uma funcao g é chamada de
funcao de Green para U com singularidade em p, se

g ¢ harmonica em M \ {p}
9 >0 em M\ {p}
se z é uma coordenada (conforme) se anulando em p, entao
g(z) +log |z| é harmonica numa vizinhanga de p.

se g é outra funcao satisfazendo as trés propriedades anteriores ,entao g > g

Note que a definicao da fungao de Green acima nao depende da escolha
de “coordenadas locais” se anulando em p. Note que a fungao de Green
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para o disco unitario com singularidade em a é

1—za

9(z) = log

z2—a
Note que a fun¢ao de Green no semi-plano a direita {Rz > 0}, é
z+a

Z—a

log

Exiba a funcao de Green para os dominios simplesmente conexos trata-
dos na lista 8. Seja 2 um dominio de C de fecho compacto tal que
0f) consiste de um numero finito de arcos analiticos. Seja zy € (). Re-
solvendo o problema de Dirichlet para funcoes harmonicas sendo dada
uma fun¢ao continua f no bordo ( o que sempre é possivel, por qué ?),
quando f(z) =log|z— 29|, z € 0N, encontramos uma func¢do u continua

em () e harmonica em () tal que u restrita & 9 é igual a f. Note que
g(z) = —log |z—zo|+u(z) é a fungao de Green para €2 com singularidade
em 2.

Nota (Sobre conceitos importantes de superficies de Riemann). Va-
mos fazer uma incursao nas superficies de Riemann. O leitor deve esta
pelo menos ciente das definicoes basicas. De qualquer maneira, para
os interessados na Analise Complexa, mas que nao estao familiarizados
com o conceito, basta saber por ora que todo aberto conexo do plano
complexo C é uma superficie de Riemann. A existéncia de uma funcao
de Green num ponto estd ligada a existéncia de medidas harmonicas
(veja abaixo) e é equivalente a nogao de hiperbolicidade . Uma fungao
de Green se aoroxima de 0 quado um ponto se aproxima do bordo de
Q em CU {oc}. Numa superficie de Riemann parabdlica o problema de
Dirichlet para funcoes harmonicas tem no maximo uma solugao limitada.

Vamos definir os importantes conceitos de parabolicidade e hiperbol-
icidade para uma superficie de Riemann. Diz- se que uma superficie de
Riemann M ¢é parabdlica se M nao é compacta e se nao admite uma
fungao negativa (< 0) subharménica sobre M que nao seja uma con-
stante. Uma superficie de Riemann é chamada hiperbdlica se possui
uma fungao subharmonica negativa (< 0) sobre M que nao é uma con-
stante. Uma superficie de Riemann compacta é chamada de eliptica.
Note que uma superficie de Riemann hiperbdlica nao pode ser com-
pacta. Note também que segue de um exercicio anterior que C e C*
sao superficies de Riemann parabdlicas. Por quée ? Claro que que a
bola aberta unitaria D ¢ uma superficie de Riemann hiperbdlica. Seja

2 um dominio limitado de C, cuja fronteira orientada I', é composta
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por curvas simples fechadas Suponha que v = v(z,y) seja uma fungao
harmonica que admita derivadas parciais continuas até o bordo; ou seja
u € CY(Q). Seja a € Q, e seja h(z,y) := —log|z — a| + v(x,y). Seja
u uma funcao harmonica em €2, C' até o bordo. Note que (terceira
identidade de Green)

1 oh ou
u(a) = —5- (ua—n - ha_n) ds
T

onde a € €, e n é o 0 normal unitdrio ao longo de I' apontando para
fora. Sugestao Remova uma pequena bola de raio € em torno de a, e
aplique a segunda identidade de Green a u e h. Use a definicao de h, e
aplique o teorema da média para funcoes harmonicas. Conclua que se
g ¢é a funcao de Green de {2 com respeito a a, e u satisfaz as hipoteses
acima

1
u(z)% ds ou ainda

u(a) = —% / u(2) *dg

Note que quando 2 = B;(0), a férmula acima ¢é exatamente a férmula
integral de Poisson para fungées harmoénicas, deduzida no item 2). Dis-
cuta a férmula acima relacionando-a com o problema de Dirichlet para
funcoes harmonicas.

Consulte no livro de Pommerenke, a relacao entre fungoes de Green,
funcoes harmonicas, capacidade logaritmica e medida de Hausdorff. Neste
livro vocé encontrarda um estudo profundo sobre transformacoes con-
formes e comportamento no bordo.

Medidas harmonicas

Considere €2 um dominio multi-conexo e sejam C,...C, as compo-
nentes conexas (que podem ser assumidas curvas analiticas, por qué ?)
de 0Q. Para cada j = 1,...n, existe uma funcdo harmonica w;(z) em
(2 que toma o valor 1 ma componente C; e que toma o valor 0 nas
demais componentes do bordo de 2 e 21). Recomendamos principal-
mente os livros de Ahlfors e de Nehari. Tal fungao harmoénica w;(z) é
chamada de medida harmonica. Isto segue da existncia do problema
de Dirichlet; ou ainda, mais concretamente, de certas transformacoes
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canonicas de dominios multi-conexos e da relacao do problema de Dirich-
let com as funcoes de Green . Note que a medida harmoénica w;(z)
definida no dominio multiconexo ) cujas componentes do bordo sao
curvas C; (5 € {1,...n}) satisfaz

1 [0g(¢ 2)

wj(z) = o 8—77,Cd8<

CJ
onde ¢((, z) é a funcao de Green de ).
Conclua que os periodos da func¢ao de Green ¢((, z) do dominio multi-
conexo (2 ao longo da componente do bordo C; é extamente —27w;(z).
Agora, considere p;; o periodo da medida harmoénica w;(z) ao longo
da componente Cj, isto é (por qué ?)

Ow;
pij:/a_rids
C;

Note a seguinte propriedade de simetria: p;; = pj;. Sugestao : Utilize a
férmula de Green. Note que a matriz simétrica (p;;), i,7 =1,...n —1
é positiva definida: Em particular, deduza que det(p;;) # 0. Sugestao
: Considere uma combinagao linear w(z) := ajw;(2) + agwa(z) + -+ +
ap-1wp—1(2), onde nem todos os coeficientes sejam nulos e aplique a
identidade de Green a w(z).

Note que se u(z) é uma fungao harmonica em €2, é possivel encontrar
constantes Aj, Ay, ... A, 1 de maneira que a conjugada harmonica de

n—1
u(z) + Z Ajw;(2) nao tenha periodos.
j=1

Além disso note que o perfodo P; da conjugada harmonica v(z) de
u(z) ao longo de C; é dado pela férmula

P; :/u(z)a%f:)ds
G)

Note que nao é verdade que toda funcao holomorfa num dominio multi-
conexo 2, é derivada de uma funcao holomorfa. Note que toda funcao
holomorfa f(z) num dominio multi-conexo €2, pode ser escrita da forma

n—1

£ = 92+ 3 erm(wy(2) + 5 (2)



E.D.P-lista 8 17

onde g(z) é uma fungao holomorfa em 2, e w3(2) é a conjugada harmoénica

de wj(z). Sugestao : Use o resultado do item b) acima.
Foérmula de Jensen e aspectos da teoria de fungoes meromorfas
Vamos precisar estudar um pouco a fungao Gamma.

A fun¢ao Gamma
Considere o produto

F(z)=z¢" | | (1—|—i> e
n
1

Note que o produto acima define uma fungao inteira F'(z), cujos zeros
sao precisamente os inteiros negativos e a origem. Mostre ainda que

. 1 1 1
y=lm (1+=- +-+---+——logn

O numero 7 é chamada de constante de Euler,y = 0,5772156--- . Note
as seguintes relagoes funcionais

F(z)=2F(z+1)
7F(2)F(1 —z) =sinnz

Note a seguinte formula de multiplicacao

(2m) k-1 p (%) F (%) . F (%) —Vk k=23

Note que a fungdo Gamma definida por I'(z) =

1
¢ uma funcao
F(z)
meromorfa que nao se anula, os pélos de I'(z) sao precisamente os inteiros
negativos e a origem, todos estes sao pélos simples; e I'(z) satisfaz a

seguinte relacao funcional
I'(z+1) = 2I'(2), com I'(1)=1
Note que

1)
Res.(l“,—n):< ) , neN

n!
Note que a equacao funcional acima nao caracteriza a funcao Gamma.
Por qué ? Note a representacao produto de Gauss

nln?

F(Z>:7}LIEOZ(Z+1)...(Z+TL)
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N

Note que I'(z) é limitada em toda faixa fechada vertical {0 < a < Rz

b}.

Note a formula de suplemento de Gauss

NI —z2) = sinﬁﬂz
Note que
Fn+1/2) = M

4nnl
Mostre o calculo de Raabe (1843)

1
/ logT'(t)dt = log v 2w
0
Sugestao E preciso mostrar primeiramente que

1
/ logsinntdt = —log 2
0

Para demonstrar a férmula acima (que também aparece na dedugao
da férmula de sen) use a férmula de duplicagao do seno: sin2mwz =
2sinmwzsinm(z + 3).

Para concluir, use a férmula de suplemento de Euler.

Seja f uma fungao holomorfa em B;(0), a bola aberta de raio 1, cen-
trada na origem. Suponha que f(0) # 0. Seja aq,as, ..., a,, os zeros de
f (aparecendo com suas respectivas multiplicidades) na bola de raio 7,
centrada na origem B,(0).

Note a formula de Jensen

2
n

T 1 -

1 0 log——=— |1 | de

o8 £(0) +10g T = - [ log|1(r )
0

Quando f tem zeros no circulo de raio r, a integral direita da desigual-

dade é uma integral imprépria. Sugestao Deduza a férmula quando f

nao tem zeros no disco fechado de raio r. Em seguida demonstre que
2
/log|1—ew|d9:0
0

Uma maneira de demonstrar o fato acima é deduzir a seguinte identidade
(veja uma outra resolugao nas refs)
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2m ™

1 )

3 /log\l —d?|df = mlog2 + /10gsin0d9

0 0

mas a ultima integral a direita da igualdade logo acima ja foi calculada

antes. E preciso tomar certa precaucao quando f se anula no circulo
C, = 0B,(0) de raio r : Considere a fungao

onde by, by, . .., by, sao os zeros de f em C... Mostre que quando f nao se
anula em C,. (como ocorre nas aplicagoes ), a demonstragao se simplifica
consideravelmente.

Conclua a desigualdade de Jensen

|£(0)] < laras - - anl|fBy(0)

Conclua que se f é uma fungao holomorfa (f # 0) e limitada em B;(0),e
se ay,as, ..., ¢ a seqiiéncia de zeros de f, contados com multiplicidade,
entao

Z(l — lan]) < o0 (condigao de Blaschke)

Seja {a1, ag, ...} um subconjunto enumeravel de B;(0), tal que
> (1 —|an|) = oo. Note que se f e g sdo duas fungoes holomorfas e
limitadas em B;(0), entdo , se f(a;) = g(a;), j = 1,2,... tem-se que
f=g

Seja {a,}, uma seqiiéncia na bola B;(0). O produto de Blaschke esta
definido por

—zkHZ_an M, z € B1(0)

anz—1 a,

onde k£ é um inteiro nao negativo
Note que se Z(l —|an|) < o0, entao o produto de Blaschke B(z) define

uma fungao holomorfa e limitada na bola B;(0), cujos zeros sao exata-
mente os pontos a, (a origem também é um zero se k > 0.)

Note que nao existe uma funcao holomorfa em B;(0), que se anula,

com um zero de ordem n, nos pontos 1 — 1/n?.
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Conclua que dada uma fungao holomorfa limitada em B;(0), existe um
produto de Blaschke B(z) e uma func¢ao holomorfa g em B;(0), tal que
f=¢-B.

Note que a equivalente condigao de Blaschke no semi-plano a direita

{Rz > 0} é dada por
S e
1+ ay, |2
Definimos log™ ¢t = logt, se t > 1, e logTt =0, se 0 < t < 1. Observe

que logt = log™t — log™(1/t). A familia de Nevanlinna, denotada por
N, é o conjunto de fungdes holomorfas em Bj(0), satisfazendo

s

1 )
sup — [ log™ |f(re?)]df < oo
0<r<1 27

Note que se f € N (f # 0), e ay,az,... sdo os zeros de f com suas
multiplicidades, entao

Z(l —lan]) < o0 (condicao de Blaschke)

Seja f uma fungdo inteira. Definimos M(r) = sup [f(r&?)], 0 <r <
0

0. Seja n(r), o nimero de zeros de f no disco fechado B,(0).
Suponha que f(0) = 1. Note que

n(r)log2 < log M(r)

Conclua que se M(r) < eA”k, para A > 0,k > 0 e r suficientemente
grande, entao

1
lim sup olgn(r) <k
r—00 ogr

Note com um exemplo que a igualdade no limite acima pode ser atingida.

Considere f uma funcdo meromorfa no disco fechado B,(0). Seja ¢
um zero ou pélo de ordem m > 0. Definimos

ng(c) =ord(f) :==m secéum zero, —m secéum poélo,
0 quando ¢ nao é zero nem pdlo

Suponha que f(z) = cpz™+ termos de maior ordem, numa vizinhanca
da origem. Ou seja f tem ordem m (segundo a defini¢ao acima) , i .e
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ns(0) = m.
Seja f uma fungdo meromorfa e ndo constante no disco fechado B,(0).
Mostre a seguinte versao da férmula de Jensen generalizada

2

1 .
+nys(0)logr = by /log|f(rew)| de
0

”
log |¢;] + Z ns(c)log —

c€Br(0), c#0 |CL|

(Férmula de Poisson-Jensen) Seja f(z) uma fun¢do meromorfa no
disco fechado |z] < R (0 < R < o0); ou seja f é meromorfa num aberto
de C que contém este disco fechado. Sejam a, (x=1,..., M) os zeros
de feb, (v =1,...,N) os pélos de f em |z|] < R, contados com
multiplicidades. Note que se z = re® (0 < r < R), e se f(z) # 0, 00,
entao tem-se que

27
1 . R? — 2
1 =— /|1 4 d
og|f(2)| 2W/0g|f(Re )|R2—27‘Rcos(9—g0)+7“2 s
0
M N

R(z—a) R(Z_by)

log | =2 "#/| _ log | ————~

—|—;og R? — @,z ;O 'RQ—byz

Sugestao : (1) Considere primeiramente o caso que f(() é holomorfa e
nao tem zeros em |(| < R. Mostre que a férmula de Poisson-Jensen em
z = 0 segue da féormula de Cauchy. Para o caso geral considere uma
equvaléncia conforme do disco aberto |¢| < R e e o disco aberto unitério
|lw| < 1, que leva um ponto ¢ = z no ponto w = 0.

(2) Considere o caso que f(¢) tem um numero finito de zeros e pélos em
|C| = R e nao tem outros zeros e pélos no disco aberto |¢| < R. Neste
caso considere o contorno dD(9), onde D(J) é o dominio aberto obtido
de |¢] € R, removendo-se um pequeno disco de raio § centrado nos zeros
e pélos de f(() : Mostre que se z € D(0) C {|z| < R}, entao

R? — |z|?
R —7Z() ((—2)

log f(2) = — / g 1) ¢ ac

2
daD(5)

além disso mostre que o integrando é O (log1/d) uniformemente nas
indentagoes que sao arcos de circulo de raio §, mostrando que a con-
tribuigao da integral nas indentagoes vai para zero quando § — 0.
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(3) Para o caso geral considere

N M

R(¢—a,)
H R2_byg /H(R 2 — @)

1

Nota: A férmula de Poisson-Jensen é crucial na teoria moderna das
fungoes meromorfas creada por Nevanlinna. Vamos fazer uma pequena

incursao na teoria de Nevanlinna (Veja refs ).

Defina-se nf (0) = max(0,74(0)). Defina-se também

R
Ny(oo, R) = Z —(ord of) log — —l—nf/f(()) logR

a€BR(0),a7£0 g

f(a)=00
R -
Ny(0,R) = Z (ord ,f) log‘— +1n;(0)logR
a€BRr(0),a#0 a'

f(a)=0

Deduza que a formula de Jensen generalizada pode ser escrita da forma

21

1 .
log || = %/log (R ef+ N (00, R) — N;(0, R)
0

Agora seja f uma fungao meromorfa em Bpg. Para r < R, define-se

2

mys(r) = /1OgJr |f(ré®)|de funcao proximidade
0

G = G H Gr(z,a) —ordaf
a€BRr
fla)=o0
R? —az
onde Gg(z,a) := RG—a)
Note que as seguintes propriedades da funcao proximidade
(f1, f2y ..., fn slo fungbes meromorfas)

mf1f2 my, +my,
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Note que
ma(r) = Ny(co, R) — Ny(oo,7)

A funcao altura de Nevanlinna esta definida por

Ty(r) = mys(r) + Ny(oo,7)

Note a versao da férmula de Jensen generalizada de Nevanlinna
Thyy(r) = Ty(r) = log|cy|
Agora defina-se ny(0,r) como sendo o nimero total de zeros na bola
aberta B,(0), de raio r, contados com suas multiplicidades.
Seja Ny(b,7) = Ny_(0,7) (Veja item g) acima).
Exercicio-pesquisa: Deduza o seguinte teorema de Cartan (Veja ref. )) .
Se f é uma fungao inteira com f(0) # 0, entao

2
1

WM:%/MMMM+MWMM
0

Conclua que my é uma fungao crescente de r

Mais geralmente note o seguinte teorema de Cartan: Se f(z) é mero-
morfa em {|z| < R < oo},e f(0) # oo (Veja ref. 3))

21
1 .
EMZ%/MMﬂM+mWMM
0

Lembremos a definicao : M(r) = sup |f(re?)], 0<r < oco.
0
Defina M(r) = log M(r).

Mostre que se f é uma funcao inteira, entao para r < R vale

R+r
R
7 mr(R)

Em particular, conclua que M¢(r) < 3mg(2r). Sugestao Quando f nao

Mi(r) <

/

se anula, aplique a férmula de Poisson a funcao log |f(2)|. No caso geral
use a férmula de Poisson-Jensen.

Note que a desigualdade acima vale para fungoes holomorfas na bola
unitaria B;(0), impondo que r < R < 1. Mostre com isso que a familia
de fungoes holomorfas definida na bola unitaria satisfazendo my(r) <
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A, VO<r<1para A >0, é normal.

Conclua que se f ¢ uma funcao inteira, e se my fica limitada, quando
r — oo, entao f é constante. Mostre que se existe uma constante k
tal que ms(R;) < klog R;, para uma seqiiéncia de numeros tal que
R; — 00(j — 00), entdo f é um polindmio de grau no maximo k.
Exercicio-pesquisa: Seja f uma fungao meromorfa em {|z| < R < oo},
a € C. Deduza o primeiro teorema fundamental de Nevanlinna (Veja
refs)

Tf(T‘) = Tf_a(’f‘) + Oa(l) O0<r<R
onde |O,(1)] < log* |a] + log 2.

* * *
Estudo sobre superficies de IR®.

Vamos explorar certas superficies especiais, tais como superficies minimas,
superficies de curvatura média constante. As superficies especiais de
Weingarten serao tratadas na proxima lista. Vamos explorar e aplicar
conceitos importantes tais como equagoes das geodésicas, fluxo, férmula
do fluxo, principio do maximo, dentre outros. Vamos aplicar as equagoes
de compatibilidade; equagao de curvatura de Gauss e equacao de Codazzi-
Mainardi.

Vocé deve fazer um paralelo comparativo com as superficies de IH?
para entender os conceitos, as férmulas, os resultados que continuam
validos quando o ambiente é o espaco hiperbdlico.

Primeiramente vamos fazer uma incursdo pelas superficies de IR?,
tomando parametros isotérmicos, obtendo com esta ajuda alguns con-
ceitos, férmulas e resultados fundamentais da geometria das imersoes .
Considere S uma superficie imersa em IR?. Considere z = u + iv coor-
denadas isotérmicas locais em uma vizinhanca de um ponto p € S; isto
é, F =G e F =0,onde E, F,G, sao os coeficientes da primeira forma
fundamental, relativos a uma parametrizacao conforme X (z). Vamos de-
notar também E = A\2. Sejam [,m,n, os coeficientes da segunda forma
fundamental (Na notagao proposta em sala de aulae = [, f = m, g = n).
Vamos denotar { X7, Xs} o referencial local adaptado a X em p. Usare-
mos também a notacao X, para designar X; e X, para designar X5. O
gradiente, a divergéncia e o Laplaciano. Seja f : S — IR uma fungao
real suave definida em S. Define-se o gradiente de f, denotado por V f
como sendo o campo de vetores tangentes a S satisfazendo

Vf-v=df,(v)
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onde v ¢ tangente a S em p, isto é v € T),S. Note que

Juy +QXD

VIi=FX+ g

onde cometemos o abuso de notagao usual identificando f(u,v) com
foX(u,v).

Define-se a divergéncia de um campo Y de vetores tangentes a S ( i.
e Y(p) € T,5), denotada por div, como sendo o traco da aplicacao

Z — DzY, onde Z é um campo de vetores tangentes a S, e D ¢é a
conexao Riemanniana de S. Ou seja,

divY =tr(Z — DY)
Note

ou ov

Define-se o Laplaciano de uma funcao real suave f definida em S
denotado por A f, como sendo

Af =divVf

divy = %(Q(Y-XuHQ(Y-Xv))

Note

Afp) = & (32f(u,v) . 82f(u,v))

E ou? o0v?

onde cometemos o abuso de notagao identificando f(u,v) com fo X (u,v).
Note que os conceitos de gradiente, divergéncia e Laplaciano pertence
a geometria intrinseca das superficies, ou seja dependem apenas da
primeira forma fundamental e podem por isto ser definidos numa su-
perficie Riemanniana qualquer. Assim o Laplaciano definido acima é
também chamado de Laplaciano Riemanniano. Consideremos S mu-
nida de sua estrutura de superficie de Riemann (induzida pela métrica
de 5). Seja f : M — IR uma funcao real suave. o Laplaciano conforme
relativo a coordenada conforme z esta definido como

AZ..f = fuu+fvv

Note que a definicao de Laplaciano conforme depende da coordenada
isotérmica z, uma fungao mas a nogao de f ser harmonica na superficie
de Riemann nao depende. Além disso Note que esta nocao de harmoni-
cidade é a mesma considerando o Laplaciano Riemanniano definido no
item c).

Um importante teorema da Geometria é o teorema da divergéncia:
Seja S uma superficie Riemanniana suave e seja Y um campo suave
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de vetores tangentes a S. O teorema da divergéncia (intrinseco) diz o

seguinte
/dideA:—/Y~77ds
as

S
onde dA = vVEG — F?2dudv é o elemento de area de S, 3S é o bordo de

S, ds é o elemento comprimento de arco de 95, e n é o vetor co-normal
interior ao longo de 0S (n é tangente a S, normal a 95, apontando para
dentro de S). Considere X como sendo o vetor posi¢ao de uma superficie
orientada S em IR®, por um campo de vetores normais unitérios N ao
longo de S. Suponha que 0S seja uma curva (regular) simples fechada ~y

contida no plano-zy, de modo que v = 9D onde D C IR? é um dominio
de Jordan. Suponha que S U D é um ciclo orientdvel, de modo que

SUD =0V, onde V é um “sélido 7 de IR?, e o teorema da divergéncia

se aplica (Faca uma figura !). Seja Ags o Laplaciano usual de IR?. Note
que

6vol(V)+2/X~NdA:0
S

Sugestdo : Aplique corretamente o teorema da divergéncia (em IR?)
Note que

AX]P?P=4+4HX -N

Aplique agora o teorema da divergéncia em S mostrando que

/A|X|2dA:—2 X -nds
J as

onde 7 é o co-normal interior ao longo do bordo de S. Levando em conta
os resultados obtidos nos itens ii) e iii) deduza que

4érea(S)+4H/X-NdA:—2 X -nds
28
s

Juntando os resultados obtidos nos itens i) e iv) infira

24rea(S) = 6Hvol(M) — X -nds
s
(Fluxo numa superficie minima). Suponha agora que S seja uma su-

perficie minima em IR3?, orientada por um campo de vetores normal
unitario N ao longo de S. Seja v o co-normal exterior ao longo de 05.

Seja W um campo de vetores suaves em IR®. Considere a componente
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tangencial W7 de W, ou seja a projecao ortogonal de W no plano tan-
gente a S. Note que

Wi =W —(W.-N)N

Seja v um campo constante em IR3. Note que v é o gradiente de uma

funcao harmonica que é a restricao a S de uma funcao linear em IR?.
Sugestao : Voce vai precisar do fato que as coordenadas dos pontos de

uma superficie minima em IR?® em parametros isotérmicos sao funcoes
harmonicas: Veja logo adiante. Note ainda que segue do teorema da
divergéncia a seguinte equagao vetorial

/ vds =0
a8

Conclua que para curvas fechadas ~, tem-se que f7 v ds, é um invariante

de homologia.
O fluxo ao longo de v esta definido pela quantidade

Fluxo([7]) = Luds

Nota: Lembremos que a curvatura de Gauss K de uma superficie minima
S é sempre nao positiva. A curvatura total denotada por C(S) estd
definida por

c(S) = /KdA
S

Um resultado interessante é o seguinte: Se uma superficie minima com-
pleta mergulhada de curvatura total finita em IR®, tem fluxo vertical
(i. e o fluxo, Fluxo([y]), ¢ um vetor vertical para toda curva fechada
v C S), entdao S é o plano o catendide. Veja ref. 7. Nota: A curvatura
total pode ser interpretada como a imagem esférica da aplicagao normal
de Gauss. De modo que quando a curvatura total é finita vale a seguinte
formula:

C(S) = —4mn
onde n é o grau da aplicagao normal de Gauss. Quando a curvatura
total ¢ finita segue de um teorema de Huber que S é conformemente
equivalente a uma superficie de Riemann compacta S de género g, re-
movido um conjunto finito de pontos, chamados puncture. Os dados
meromorfos (g, f dz) se estendem meromorficamente & S (Teorema de
Osserman).
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Note que em parametros isotérmicas z = u + iv, tem-se que: A cur-
vatura média H e a curvatura de Gauss K de uma superficie S imersa

em IR? sdo dados por

l—i—_n e K- In —m?

2F E?
Idem para uma superficie S imersa em IH?. Deduza que equacdo das
linhas de curvatura via o método dos multiplicadores de Lagrange, e
infira que em coordenadas isotérmicas a equacao das linhas de curvatura

¢ dada por

H =

—mdu®+ (I —n)dudv +mdv* =0

Note as equagoes de Codazzi-Mainardi:

E,
ly —my, = ﬁ(l—i-n)
My — Ny = —ﬁ(H—n)

Conclua As equagoes de Codazzi-Mainardi podem ser escritas como

l_
(5"), +mo=p,

(l_—") —m, = —EH,
2 v

Sugestao : Parta dos termos a esquerda das equacoes propostas subs-
tituindo os termos pelas defini¢oes , em seguide use o fato de que N
¢ normal unitario, X, e X, tangentes ortogonais e de mesmo maédulo,
aplicando simetria e compatibilidade com a métrica, para chegar ao
resultado desejado.

Deduza Se ¢ = lTn —m, as equagoes de Codazzi tomam a forma

complexa
Yz = EHz
A equagao (ou as equagbes ) de Codazzi-Mainardi sdo as mesmas no

0 g .0 0

espago hiperbdlico. Verifique isto ! onde 2— = — —i—, e 2— =
pagco b d 0z ou v 0z

0

0 + za— Infira que S tem curvatura média contante, sse ¢ é holo-
u v

morfa. Note que isto implica que os pontos umbilicos de uma superficie
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conexa S imersa em IR® de curvatura média contante sio isolados ou S
é totalmente umbilica. Note o mesmo para uma superficie de curvatura
média constante imersa em IH?. Note ainda que as linhas de curvatura
sao dadas pela equacao

S (p-(d2)?) =0

Nota: Um fato que pode ser demonstrado é que quando S (conexa) tem
curvatura média constante, o indice do campo de linhas de curvatura
num ponto singular (i. e num ponto umbilico, necessariamente isolado,
se S nao é totalmente umbilica) é estritamente negativo. Segue disto, e
do teorema de Poincaré-Hopf, o seguinte teorema de Hopf demonstrado
nos meados do século vinte. Tal resultado deu um novo impulso a teoria
das superficies de curvatura média constante: Se uma superficie fechada
imersa S em IR® (ndo necessariamente mergulhada), topologicamente
equivalente a esfera , tem curvatura média constante entao S é uma
estera geométrica. Enuncie e demonstre o correspondente teorema de
Hopf no espago hiperbdlico.

Note que quando S tem curvatura média constante a diferencial holo-
morfa quadratica

- (dz)?

estd globalmente bem definida em S| i. e nao depende das escolhas dos
parametros isotérmicos.

Note a seguinte férmula

—
AX=2H

—)
onde H 6 vetor curvatura média de S (Note que vocé pode interpretar
X como sendo o vetor posicao de S).
Conclua a seguinte caracterizagao das superficies minimas:

S é minima — ANX =0

Ou seja S é minima, sse as coordenadas de S em IR® em parametros
isotérmicos sao fungoes harmonicas.

A idéia agora é enfocar o seguinte: Sejam ki, 7y, ko, 7o as curvaturas e
torcoes de duas linhas de curvatura passando por um ponto nao umbilico
de uma imersdo minima conforme X : U C IR* — S, (U aberto de IR?
). Entao demonstre o teorema de Enneper deduzindo a seguinte férmula

2 2

Sugestdo : Considere os parametros isotérmicos z = u + v, i. e X =
X(2). Admita o fato que estes parametros podem ser escolhidos ( nas
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vizinhangas de um ponto nao umbilico) de forma que as linhas coorde-
nadas sejam linhas de curvatura. Note que isto implica que m = 0 e que
as equagoes de Codazzi-Mainardi ficam (F' = m = 0)

l_EU l+n
"2 \E G

_Gu(l
W\ ET G

2 Donde conclua que [ = —n = b, b € IR (constante). Em seguida use
as formulas da curvatura e da torcao

Xu X qu : quu |Xu X qu|2
| Xu X Xuul? | Xl

le% = —

[ E.E, )
Para concluir que X, X X, - Xuwu = 1 (ZEM -z ) . Dai segue o

resultado desejado. Deduza do teorema de Enneper acima a seguinte
proposicao : Se uma familia de linhas de curvatura de uma superficie
minima é constituida por curvas planas, assim também o é a familia
de linhas de curvatura ortogonal, numa vizinhanca de um ponto nao
umbilico. Nota: As superficies minimas (ndo planas) cujas linhas de
curvatura sao curvas planas foram classificadas : Estas sao o catendide,
a superficie minima de Enneper e as superficies de Bonnet.

Vamos em seguida abordar a famosa representacao de Weierstrass das
superficies minimas.

Seja S uma superficie minima simplesmente conexa em IR? ¢ z = u+iv
parametros isotérmicos. Vamos obter “meromorphic data” (g, f dz) que
determinam a imersdo minima X : U ¢ IR* — S € IR?, onde U é um
aberto simplesmente conexo de IR%. Seja

(I) = ((I)l, (I)Q, q)g) = Xu — ’LXU

Note que z = u + iv sdo parametros isotérmicos, sse ®% + &2 + d2 = (.
Note que X é harmonica, sse ® é holomorfa. Note que X é regular e
z = u+iv sao parametros isotérmicos (ou seja £ # 0), sse Z ;12 #0

e z = u + v sao parametros isotérmicos. Note que

X(z) = R / (C)d¢
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Note que se X nao é plana entao ®; # 1Py, e 3 #Z 0. Neste caso, existe
uma funcao holomorfa 2f := ®; — 1Py em U e uma fungao meromorfa
Py
(I)l — ’L(I)Q
de notagao ) a representagao de Weierstrass

g = , de maneira que podemos escrever ( fazendo um abuso

X(2) = 3%/ (1—g*)fdzi(1+g*)fdz,2gfdz)

20

Note que a superficie sera regular sse f se anula apenas nos polos de g e
a ordem de cada zero nestes pontos é exatamente o dobro da ordem do
polo de g. Note que a métrica é dada por

2
as” = (|71(1+ 1gP)* | d=P
Note que a segunda forma fundamental /1 é dada por
IT = —2R(fdzdg)

A finalidade deste exercicio é mostrar que g é exatamente a composta da
aplicacao normal de Gauss com a projecao estereografica do pélo norte,
que tem que ser conforme, sse S é minima (por qué 7). Note que

Xu X XU - (%<33¢2>7 %(31®3)7 %(@@1))

Conclua

Xy x X, _( 2Ry 23g 1—|g|2)
X x X[ \T g T4 [g]?7 1+ [g]?

Infira dai o desejado. Note que a curvatura de Gauss K de uma superficie
minima pode ser expressa em termos de f,g

K:‘(%)Q

Vamos neste item re-obter superficies minimas classicas via a repre-
sentacao de Weierstrass Note que o catendide pode ser obtido fazendo

U = C \ {0},

9(z) = 2z, f(2)dz = d—j Note que o helicdide pode ser obtido fazendo
z

U = C,9(2) = e,

f(2)dz = ie*dz. Note que Enneper pode ser obtida fazendo U =

C,9(2) = 2,

f(z)dz = dz. Nota: O catendide é a tnica superficie minima de rev-
olucao . O catendide e a superficie de Enneper sao as unicas superficies
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minimas completas de curvatura total —4m. Se uma superficie minima
S mergulhada e completa tem curvatura total finita e género zero, entao
S tem que ser o plano ou o catenéide (Teorema de Lopez-Ros). Se uma
superficie minima S mergulhada e completa tem curvatura total finita
e dois fins, entdo S tem que ser o catendide (Teorema de R. Schoen): A
hipdtese de curvatura total finita pode ser relaxada e substituida pela
hip6tese bem mais fraca de topologia finita (Teorema de P. Collin).
Obtenha a representagao de Weierstrass da familia catendide-helicoide
de superficies minimas associadas, localmente isométricas, ao catendide
(helicoide). Vamos ver outros exemplos de superficies minimas A su-
perficie de Scherk é dada implicitamente por

., Cosy

COS T

Estude o seu grafico. Nota: Scherk foi obtida pelo método de separa-

dz
¢ao das varidveis. Considere U = C \ {0}, g(z) = ez, f(z)dz = T
22 ez
Calcule @, @y, 3. Note que a condigao de zeros e pdlos de f, g estao
satisfeitas. Para que a imersao esteja bem definida é necessario verificar
as condicoes de periodo: Basta considerar uma curva de Jordan em torno
de 0 e calcular os residuos de @1, ®5, 3 na singularidade 0, e mostrar que

parte real do residuo é real. Conclua que (g, fdz) define uma imersao

conforme minima de C \ {0} em IR®. Note que a imersdo é completa e
de curvatura total —oo. Sugestao : Para mostrar o ultimo ponto voce
tera que usar o grande teorema de Picard. Encontre vocé mesmo, via
Weierstrass, varias superficies mfnimas completas em IR*. Vamos fazer
agora algumas perguntas sobre superficies de curvatura média constante

de IR?. Note que uma superficie de curvatura média constante (nio nula)

de IR? é sempre orientavel. E sabido que uma grafico com bordo planar
de curvatura média constante H tem altura méxima 1/|H|, estimativa
esta realizada pelo hemisfério de raio R = 1/|H|. Note que se S é uma
superficie conexa mergulhada com H = constante, de modo que SN{z =
0} = IS (S estd de uma do plano-zy) entao a distancia maxima de S
ao plano-zy é 2/|H|. Sugestdao : Aplique o principio do maximo e o
principio de reflexao de Alexandrov de forma conveniente. Note que se
S ¢ uma superficie de curvatura média constante (ndo nula), com bordo
uma curva 7 plana simples fechada, entao a configuragao S NInt(vy) # ()
e SN Ext(y) = (0 é impossivel. Sugestio : Aplique a férmula do fluxo
dada em sala de aula, convenientemente. Note que se uma superficie
com H = cst # 0 propriamente mergulhada e completa em IR? tem dois
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fins tipo anel convergindo para dois cilindros entao os cilindros tém que
ser paralelos.

Estudo introdutorio de Geometria Hiperbodlica e de Geometria Riemanniana

Em seguida serao colocadas questoes de geometria hiperbdlica e ge-
ometria Riemanniana. Agora completaremos nosso sao absolutamente
necessarias para o entendimento da geometria hiperbdlica, particular-
mente da teoria das superficies (hipersuperficies) do espago hiperbdlico.
Certos conceitos e resultados vistos, ou abordados de alguma forma, em
dimensao 3 serao examinados em dimensoes arbitrarias ja que a extensao
é um processo intelectual trivial.

Seja f : M — M uma imersio de uma variedade diferencidvel M

de dimensao n em uma variedade riemanniana M de dimensao n + k.
Suponha que M tem a métrica riemanniana induzida por f. Sejap € M

e U C M uma vizinhanca de p tal que f(U) C M seja uma subvariedade
de M. Sejam X,Y campos de vetotes em f(U) e estenda-os a campos
de vetores X,Y em um aberto de M. Defina (VxY) (p) = componente

tangencial de VY (p), onde V é a conexdo riemanniana de M. Note
que V é a conexao riemanniana de M. Note que existe uma vizinhanca
U C M de pen+ 1 campos de vetores eq,...,e,+1 ao longo de U,

ortornormais em cada ponto de U, tais que em p, V..e;(p) = 0. Uma tal
familia e;,7 = 4,...,n+1 de campos de vetores é chamada um referencial
local geodésico em p (Veja refs). Calcule o gradiente de uma funcao real
suave g em M, a divergéncia de um campo suave Y em M, e o Laplaciano
de uma funcao real suave g em M, num ponto p, usando o referencial
geodésico determinado no item b).

Considere a esfera unitaria S™ em R"*! centrada na origem

Exiba a conexao Riemanniana de S". Dé um argumento intuitivo de
que a curvatura seccional da esfera é 1. Note que os circulos maximos
de raio 1 sao as unicas geodésicas de S™. Note, por um exemplo que o
transporte paralelo, em geral, depende apenas da curva que liga estes
dois pontos. Sugestao: Considere o cone C tangente a S? ao longo de um
paralelo qualquer ¢ de S2.. Note que o transporte paralelo de um vetor
tangente V, a S? em um ponto de ¢ é o mesmo quer tomado em relacao
a S? ou a C. Note que todas as curvas de curvatura constante em S?
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1
sao circulos de S%. Note que a curvatura em S? é dada por 72 = ERE
onde r é o raio do circulo.

Considere o espaco de Lorentz £ = {xg,z1,...,T,y1} munido da
métrica pseudo-riemanniana ds* = —daf +dzi+---+dz?, ;. Note que

existe uma unica conexao afim em L ( i.e satisfazendo as propriedades
de linearidade e produto) que é compativel com a métrica pseudo-
riemanniana de £ e que é simétrica. Calcule os simbolos de Christoffel
desta métrica pseudo-riemanniana. Considere o modelo de Minkowski
H? do espago hiperbdlico definido por H? := {(¢,x,y,2), —t* + z* +
vy + 2% = —1, t,z,y,z € IR} munido da métrica de Lorentz ds* =
—dt? + da? + dy? + dz2. Note que a aplicacao f : IR* — H, dada por

flz,y,2) = (V1+22+y>+ 2% 2,y,2) determine uma orientagio

natural em H proveniente da orientacdo natural de IR. Seja M uma
superficie de Riemann e sejam z = u + iv coordenadas isotérmicas em
M. Seja X : M — H? uma imersao conforme suave cujo vetor curvatura

— —
média estd denotado por H . Assuma H # 0. Entdo podemos assumir
que {X, X, X, I?} em z é uma base positiva de £*, para cada z € M.

H
Logo, com nossa convengao sobre X, Note que {X,,, X,, H } é uma base
positiva de H3. Considere B® o modelo da bola do espaco hiperbdlico.
Note que a aplicagdo (projecao estereogréfica) F' : H®> — B3, dada por

Ty 2
Bt z,y,2) = ( 1+t’1+t)

¢ uma isometria global que preserva orientacoes . Interprete geometri-

camente esta aplicagdo . Calcule a inversa . Seja O (1,3) o grupo de

isometrias de H?. Considere o conjunto de matrizes

coshs sinhs 0 O
sinhs coshs 0 0
0 0 10
0 0 01

A(s) =

Note que {A(s), s € IR} é um sub-grupo a um parametro de isome-
trias de H; i. e {A(s)} € O™ (1,3). Dé uma interpretagio geométrica.
Qual é o resultado da acao de um elemento qualquer A(—s) no ponto
(cosh s, sinh se; ), onde e; = (0,1,0,0) ? Dai deduza a existéncia de um
sub-grupo de isometrias que age transitivamente em H (Faga desen-
hos ). Seja X € H" e seja v € TxH"™, onde H"™ 6 modelo de
Minkowski do espaco hiperbolico. Note que a geodésica tinica que passa
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por X tangente ao vetor unitério v é dada por v(t) = cosh t X + sinh tv.
Interprete geometricamente as geodésicas neste modelo, mostrando que
estas sdo as intersecoes de H™*! com planos de IR™™ que passam pela
origem dadas pela equagao acima. Classifique as superficies totalmentes
geodésicas, no caso n + 1 = 3 , mostrando que sdo intersecoes de H>

com sub-espacos de dimensao 3 de IR*.

Suponha que um campo X em uma variedade riemanniana M satisfaz

X(p) # 0, p € M. Estude o teorema do fluxo e do grupo local
1-parametro da teoria das EDO e note que existe um sistema de coor-

0
denadas (t,x1,2s,...,x,) numa vizinhanca U de p tal que — = X.

ot

Note que a forma volume v se escreve numa vizinhanga de p como
v=,/gdt Ndry A ... Ndz,. Determine ,/g. Com as notagoes acima,

levando em conta a expressao local obtida em sala de aula, conclua que

1 0

vy o -9
div \/wt@,

ou seja div X “mede intuitivamente o grau de variacao do volume de

M ao longo das trajetérias de X”. Note também que
d(ixv) = div Xv,

onde 72 é o produto interior de das formas diferenciaveis que leva uma
k+ 1-forma numa k-forma (veja refs). Enuncie o teorema da divergéncia
para variedades Riemannianas, numa situagao bem geral . Note que a
primeira identidade de Green (Veja na ref ).

Seja M uma variedade riemanniana e seja A : D(M) — D(M) o
operador Laplaciano. Note que dada f : M — R suave, o valor de A
em f é dado por Af = tracoHess f, onde Hessf : T,M — T,M é o
operador definido por (Hessf) (Y) = Vy(Vf), Y € T,M.

Além disto se M = f~1(a), onde a é um valor regular de f, note que
Hessf restrito a TM é auto-adjunto. A curvatura média H de M, a

menos de sinal, ¢ dada por nH = div (%) Se g € D(M) note que

Nfg)=fDg+gAf+2<Vf,Vg>. Se M ={X e R |X]| <1} ¢

bola unitaria munida da métrica
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dX|?
(hiperbdlica) ds? = ﬁ, note que
n+1
— 0? (n—1)r0
A = (1—r%)? b —
(1= (ilaaxf—i_ 1—7r20r)’
para constantes a,b; onde r = |X|. Calcule a e b. Considere H"*! o

modelo de Minkowski do espago hiperbélico (Veja item acima). Seja p

um inteiro positivo menor que n + 1 Considere fdeﬁnida em L por
f(X) = _55(2)_"'—x§—1+$;+$§+1+“‘+$721+1

Seja f a funcao suave definida em H por f = f }HWH . Note que ||V f||* =

—4 + 4f2. Sugestao : Lembre-se que X = (g, ..., Ty, Tpy1) ¢ normal &
H™ ™! em L. Note que
Vi=Vf-2fX,eque Vf(X)=2(—20,...,—Tp, Tpi1,- - Tn, —Tni1)-

Este é um exemplo de funcao transnormal obtido por Marcos Alexan-
drino na sua dissertagao de Mestrado (Veja ref). Note que

Af=02n+4)f +2(n—2p)
Isto, junto com o resultado do item i), implica que f é uma funcao

isoparamétrica (Veja ref ). Sugestdo : Note que

vYVf = 2(_y07 v T Yp—15Yps Upt1s - - -5 Yny _yn+1)
Conclua que vxvf: V]?. Logo,infira que < vXV]?, X >=2f. Deduza

também que Af: 2(n — 2p). Em seguida, tome um referencial em X €
H™ 1 eo, ..., en, X}, tal que {e, ..., e,} é um referencial ortornormal
de H™", para fazer os calculos. Considere ¢ um valor regular de f de
maneira que f~1(c) é uma folha regular. Note que o espaco tangente
Tx f~(c), é gerado pelos subespagos (v € Tx f~(c))

Wi ={(0,...,0p,...,0,0); 0,2 + - - - + vz, = 0}

Wo = {(vo, .-, Vp=1,0, -+, 0,Vp41); Voo + -+ - + Vp—1Zp—1 — Uny1Tp41 = O}

Note que, com a orientacio determinada pelo gradiente de f, f~'(c) é
1+¢

‘/_1_+_02

(multiplicidade p) Sugestdo : Use o

um cilindro em H"*! com curvaturas principais iguais a —

—-1+4c

‘/_1+C2

(multiplicidade n — p) e
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fato que N = ¢ o campo normal unitario no sentido do gradiente

Vf
IVl
e que ||V f| é constante em f~*(c). Note que

VyVf=VyVf+ <VyVfX>X
Use que

VyVf=VyVf+Vy2fX

= 2(_y07 ceey _ypflaypaprrla <oy Yn, _yn+1) + 2fY+ 2 < V}v.aY > X

Em seguida considere Y = w; + wy, com wy; € Wy e wy € Wy, para
deduzir que
IV 2y /~1+

IV 2y/~1+ 2

1+¢c —1+4c
VA ¢ V=14 c?
f7Y(c), contadas com multiplicidades. O resultado segue do seguinte
teorema de Cartan (Veja ref)

Logo, sao a Unicas curvaturas principais de

Diz-se que uma hipersuperficie é isoparamétrica se suas curvaturas
principais sao constantes.

Teorema de Cartan (Classificagao das hipersuperficies isoparamétricas
com duas curvaturas principais distintas num espago forma). Seja K
uma superficie isoparamétrica com curvaturas principais distintas ki e
ko de multiplicidades n, e ny num M"(c) espaco de curvatura sec-
cional constante ¢ (M = IR"™ se ¢ = 0, M = H", se ¢ = —1
e M = S"™ se ¢ = 1.). Entao , segue que K é um cilindro em

M"+1(c). Em particular, tem-se que para ¢ = 1, que K é um mergulho

1 1
de S (————) x S"2(———) em S"t1.
¢ (\/k%Jrl)X (\/k§+1)e

E interessante comparar o resultado acima com o de Nomizu que
utilizou a famosa identidade de Cartan para demonstrar o seguinte (Veja
ref):

Teorema de Nomizu Seja K uma hipersuperficie isoparamétrica mer-
gulhada em M"™"!(c) com k curvaturas principais )\; distintas. Entao ,
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para ¢ = 0, k é no maximo igual a 2 e se K possuir duas curvaturas
distintas entao uma delas é nula. Para ¢ = —1, k também é no maximo
igual a 2 e se K possuir duas curvaturas distintas k; e kg entao kiky = 1.

Combinando os dois resultados acima obtém-se que:

As hipersuperficies isoparamétricas de IR"™ e de IH""! sdo os cilin-
dros e as hipersuperficies totalmente umbilicas.

Note que as multiplicidades das m curvaturas principais distintas k;
de uma hipersuperficie isoparamétrica K sao constantes. Sugestao :
Considere ky,...,kn,, km,...,n as curvaturas principais de K de modo
que k; # 0, i < m. Defina v = m se todas as curvaturas principais sao
distintas de zero e v = m—1 se k,, = 0. Considere n;(x) a multiplicidade
de k; em x € K. defina os polinomios

pj(x) = Zz — 17(2)k! = tragoA’

onde A é o operador de Weingarten. Observe que p;(z) sao fungoes
constantes (Por qué 7). Note que n;(z) sdo constantes.

O seguinte teorema de caracterizagao das hipersuperficies isoparamétricas

¢ devido a Nomizu (Veja ref )
Seja K uma hipersuperficie mergulhada em M""(c) e seja ¢, : K —
M"*(¢), definida por ,(x) = exp,(tN) e K; = ¢,(K). Se para qualquer
t, K; tem curvatura média constante H;, entao K,; é isoparamétrica.
Nota: No que segue imediatamente, seguiremos o texto da dissertacao
de mestrado de Marcos Alexandrino (Veja ref ). Seja K uma hipersu-
perficie mergulhada em uma variedade Riemanniana completa M, com
conexao V. Seja y(t) uma geodésica de M parametrizada pelo compri-
mento de arco t, tal que v(0) € K e 7/(0) € TVL(O)K- Assuma que existe

um campo de vetores unitdrio normal N; tal que N(v(0)) = +'(0). Con-
sidere a(s) uma curva suave, contida em K tal que a(0) = ~(0) e

f i (=€,e) x [0,7] = M, uma variagao de ~y(t), definida como

f(s,t) = exp, s (EN(a(s)) . Note que

af of

35 ot Jlen= 0

Sugestao : Use a simetria da conexao e o fato que as curvas s = const
sao geodésicas. Faga um resumo sobre o conceito de campo de Jacobi
(Veja refs). Diz-se que um campo de Jacobi J(t), definido ao longo
da geodésica ~(t) é um K-campo de Jacobi, sse satisfaz as seguintes
condigoes : < J(t),~'(t) >= 0. J'(0)+ A(+'(0))J(0) = 0, onde A denota
a aplicagdo de Weingarten. Sejam «(s) uma curva em K com «(0) =
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7(0), f(s,t) = expys (EN(a(s))) e J(t) = %2’75) Note que J(t) é um

K-campo de Jacobi ao longo de (t). Sugestao : Note que como f(s,t) é
uma variagdo por geodésicas entao J(t) é um campo de Jacobi (Veja ref
). Note isto!! Note que %) garante o item a) da defini¢ao de K-campo
de Jacobi. Finalmente note que

D af(0,0)
T dt  0Os

D 9£(0,0)
“ds ot
df(s,0)

J'(0)

= V(0

Note que se J(t) é um K-campo de Jacobi ao longo de (t), entao existe
uma curva a(s) em K tal que fazendo f(s,t) = exp,,) (tN(a(s))),

t
J(t) = aféo’ >.Sugestd0 : Considere «(s) uma curva em K tal que
s
~ ¢ -
a/(0) = J(0) e considere J(t) = % Note que J(t) é um K-campo

de Jacobi e note que J(0) = J(0). Use o item b) da definigdo de K-campo
de Jacobi. Define-se um ponto v(r) de ponto focal de K se existe um
K-campo de Jacobi J(t) ao longo de ~(t), nao identicamente nulo, tal
que J(r) = 0. Um coroldrio disto e do que precede é o seguinte: Seja ¢, :
V' — M definida por ¢,(x) = exp,(rN(x)). Entao v(r) é um ponto focal
com multiplicidade k, sse y(r) é valor critico de ,., sendo k a dimensao
do nicleo de dp(y(0)). O lema do indice de Morse adaptado, diz respeito
ao indice de uma certa forma quadratica @), definida no conjunto de
campos diferenciaveis por partes definidos em ~ ‘[O,a}’ ortogonais a /()
e que se anulam em t = a. Diz que o indice de @), ¢é finito e igual ao
nimero de pontos focais de K, contados com suas multiplicidades, ao
longo de ~(t) para 0 < t < a (Veja ref).

Considere agora duas hipersuperficies K e GG mergulhadas em uma
variedade Riemanniana M de dimensao n + 1. Assuma que exista um
campo unitario N de vetores normais a K. Diz-se que K e (G sao paralelas
se existe s tal que a aplicacao ¢4(x) := exp,(sN(z)) definida em K seja
um difeomorfismo entre K e G. Note que se p € K,v(t) = exp,(tN(p))
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e J(t) é um K-campo de Jacobi ao longo de v(t), entdao J(t + s) é um
G-campo de Jacobi. Assuma que K; := ¢i(K) s@o hipersuperficies.

d
Dado um ponto y = ¢4, (z) de K, define-se N(y) := Egpt(x) }t:to :

Cada K; admite uma orientagao natural determinada por N. Assuma a
existéncia de uma funcao suave f : M — IR tal que f restrita a cada

K seja constante. Seja f(t) := f(K}). Note que

Af(p) = f'(to) = nf'(to)H(p)  p € Ky

Sugestdo : Observe que Vf(y) = f/(t)N, e que VyN(y) =0, y € K,.
Considere {ey, ..., e,} referencial local ortornormal em uma vizinhanga
de p em M tal que em p {eq,...,e,} é tangente as dire¢oes principais.

Conclua Sejam K; e f definidos acima. Note que se A f é constante em
cada K; entao K; é uma hipersuperficie de curvatura média constante.
Nota (ainda seguindo Marcos Alexandrino, ref): Suponha que M =
M"*!(c) uma variedade de curvatura seccional constante ¢ . Assuma que
K; = ¢i(K), sejam hipersuperficies mergulhadas, e portanto paralelas a
K. Sejap € K,v(t) = ¢i(p) e seja {e;} uma base ortornormal de diregoes
principais de p associadas as curvaturas principais k;. A finalidade da
presente discussao é determinar as curvaturas principais e as direcoes
principais de K; em 7(t) : Tome {J;(t)}, n K-campos de Jacobi ao
longo de y(t) com J;(0) = e;. (Veja o item * * %) acima). O fato de que
JI'(t) 4+ ¢J;(t) = 0 (Por qué ?), a definigdo de um K-campo de Jacobi e
a unicidade de campos de Jacobi garantem que :

Ji(t) = gi(t)ei(t)

onde e;(t) é o transporte paralelo de e; ao longo de ~(¢t) e g;(t) é uma
funcao suave que satisfaz as seguintes equagoes

gl (t) +cgi(t) =0
9;(0) + k;g;(0) = 0

Logo, se ¢ = 0, g;(t) = —kit + 1, se ¢ = —1, g;(t) = —k; sinh ¢ + cosh ¢, se
c=1,g;(t) = —k;sint 4 cost. Note que, nas condigoes acima, {e;(t)} é
uma base ortornormal de direges principais de K; em () associadas as

gi(t)

curvaturas principais —=—=. Calcule as curvaturas principais em cada
9i
caso c = 0,1, —1.

Sugestao : Veja item a) acima.
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(Classificacao das superficies totalmente umbilicas de M"*!(c)) Agora
considere K uma hipersuperficie totalmente umbilica completa (conexa)
com curvatura principal k£ de um espaco de formas espaciais M"+1(c).
Seja p € K. Dado v € T,K define-se X, como sendo o hiperplano to-
talmente geodésico que contém p tal que v € (TPEU)L. Note que ex-
iste uma vizinhanca V de p em M"™ tal que K, == VN K NYX,, é
uma hipersuperficie umbilica de ¥, para todo v € T, K, com curvatura
principal k. Sugestao : Considere para fixado v € T,K, um campo
unitério n de T (2,)" . Note que para todo X € T(%,) tem-se que
Vxn = 0. Seja a(t) uma curva parametrizada regular com «(0) = p com
a(t) € KNX,. Seja a(r) = g. Note que o normal unitario N(q) € T,%,,
para todo ¢ € K,; mostrando que < N(«a(t)),n(a(t)) >= 0. Final-
mente, conclua disto, da definicao de hipersuperficie umbilica e do fato
que < VxY,N >=k < X,Y >, para quaisquer X,Y € T,K, que K, ¢
umbilica em ¥, como desejado

Seja K uma hipersuperficie (conexa) completa com curvatura princi-
pal k em M"*!(c). Note que se ¢ = 0,1 K é uma hipersuperficie total-
mente geodésica ou uma esfera geodésica de M"™*(c). Se ¢ = —1 note
que K, visto no modelo do semi-espaco IH"!, é a intersecdo de IH" ™!
com um hiperplano ou uma esfera de dimensdo n de IR™™!. Quando
k > 1 note que K é uma esfera geodésica de IH" ™. Sugestdo : Note que
basta demonstrar o teorema localmente. Em seguida note que se o teo-
rema for verdadeiro para n = j entao o resultado no item a) mostra que
este serd verdadeiro para n = j+ 1. Note que o teorema esta confirmado
para n = 2, pela classificagdo das curvas de curvatura constante.

Seja f uma funcao suave em uma variedade riemanniana M de di-
mensao n + 1 e seja M uma subvariedade de M de dimensao k. Sejam
V e /A a conexao e o Laplaciano sobre M, respectivamente. Seja A o

laplaciano sobre M. Finalmente, seja H o vetor curvatura média de M
definido pela equacao

onde ey, ..., e ¢ um campo de vetores ortornormais numa vizinhanca de
um ponto pde M e éy,...,e,1 € uma extensao ortornormal suave destes

campos & uma vizinhanca de p em M. Note que A f = Zle (eieif — Veeif)
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Note que < Vf,V.,e; >= Ve, f. Interprete o termo da direita da igual-
dade. Note que Af = Af + kHf — S (¢j¢;f — Ve, f) Suponha

Jj=k+1
que M é imagem inversa de um valor regular de f e que as trajetorias
do gradiente que partem de p € M sao geodésicas. Interprete e expresse
a formula do item anterior neste caso .

Note o seguinte teorema devido a E. Hopf: Seja M uma variedade
Riemanniana orientavel compacta ( sem bordo) e conexa. Seja f uma
funcao suave em M com Af > 0. Note que f = const. Sugestdo: Aplique
o teorema da divergéncia duas vezes, primeiramente a A f, em seguida
a Af%  Ou ainda aplique diretamente o principio do méximo. Seja
X : M — M uma imersao isométrica de uma variedade compacta (sem
bordo) M de dimensdao n em uma variedade M de dimensao n+1. Sejam
f, g funcoes suaves e Y um campo suave em M. Note que div f -Y =
f-divY +(Vf,Y), onde V é o gradiente sobre M e div é a divergéncia
sobre M.

Note que A(f-g) = f-Dg+g-DNf+2(Vf,Vg), onde A é o Laplaciano
sobre M.

Note que

/ (f g+ (V,Vg)) dM =0

M

se M = IR" entdao deduza a férmula de Minkowski

/(1 +H((X,N)dM =0

M
onde N é um campo de vetores normal unitario a M e H é a curvatura
média calculada com respeito a N.

Seja M (c) uma variedade Riemanniana orientével simplesmente conexa
de dimensao n + 1 com curvatura seccional constante c. Seja X : M —

M (c) uma imersao isométrica. Seja A o operador de Weingarten as-

sociado a um normal global N. Sejam kq,...,k, as curvaturas princi-
pais da imersao (que sao exatamente os auto-valores de A). As fungoes
simétricas de curvatura associadas a A, podem ser definidas usando o
polindmio caracteristico de A por

n

det(t] — A) =Y (—1)" Spt""

r=0
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As transformacoes de Newton P, sao definidas indutivamente por
P=1
P.=SI1—-A-P_,

Seja eq,...,e, uma base ortornormal de autovetores de A correspon-
dendo, respectivamente, aos auto-valores ki, ..., k,. Representaremos
por A; a restricao da transformacao A ao sudespacgo normal a e; e por
S, (A;) a r- ésima fungao simétrica associada a A;.. Definamos S, 11 = 0.

Note as seguintes igualdades: Para cada 1 <r < n — 1, vale

P.(e;) = Sp(A)e; ¥V 1 < r < ntrago(P) = >0 SH(A) =
(n—1)S,

trago(AP,) = >0 kiSy(A;) = (r+1)S,41 trago(A%P,) = >0 k1S, (Af) =
$1Sr41 — (R + 2)Sgpyo. Seja f : M — IR uma funcao suave sobre M.
Defina L, o operador linearizado de S, por

L.f =div (P, V)
Note que

/M(f L.g+{(P.Vf Vg)dM =0

Suponha ¢ = 0,1, ou— 1. Interprete X como sendo o o vetor posi¢cao
de M em IR™ S"*1 ou H"™. Definamos H, pela equacio S, :=

n
( ) H,. Note as seguintes férmulas
i

L/(X)=—=((r+1)S41)N —c(n —r)S, X
= —co(r) (H,1N + cH,X)

Quando S,;1 ¢é constante, note que
LTN == —(Sl Sr+1 — (7’ + 2) ST+Q)N — C (T + 1) ST+1X

Suponha que M seja uma hipersuperficie fechada. Note as formulas de
Minkowski em IR"*!, S*+1, e TH"™!

/(HT+1N+CHT X)dM =0
M

Seja M C IR™"! um grafico de uma funcio suave x,, 1 = u(zy, ..., o,)
sobre um dominio 2 de IR". Considere a parametrizagao natural
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X : Q — M dada por X(xy,...,2,) = (T1,...,Tp,u(1,...,2T,)). Seja
Xi,...,X, o referencial adaptado (global) a X. Seja (g;;) a matriz da
primeira forma fundamental associada a X. Sejam V o gradiente e A
o Laplaciano sobre M. Seja H = H(xy,...,T,,u) a curvatura média
de M calculada com respeito ao normal unitario N que aponta para
“cima”, i.e para o sentido dos z,4; crescente. Note que g;; = d;; + uu;,
g=detg; =W(u)? =1+ |Dul* e N = (vi,...,041), onde u; denota
— 1
W(u)

. .~ . U; .
diferenciacao com respeito a x; e v; = i <n4+1, v, =

Além disto, g = §Y — v;v;.
Se ¢ : M — IR é suave, entdo ( omitindo o simbolo do somatdério,
seguindo a convengao usual)

Ay = gV DiDjp + W ()™ Di(W (u)g") Dy
onde D; significa diferenciacao com respeito a x;. Conclua que

nH

A = ¢g"D;Djth + nHv;Djsb e daf Au =
Também verifique que
VH = ¢"D;HX, e dai
(VH,(0,...,1)) = ¢”D;Hu,
= g" (sz + quj) u;
= H.|Vul® + gijuiHIj
= —Uny1 (vini - HZ|Du|21)n+1)

Seja v um vetor de IR"*!. Entéo
A<N7 U> = _2<VH7 U> - HA”2<N7 U>
onde || A]|? é o quadrado da segunda forma fundamental de M, definido

por ||A]]? := trago A%. Sugestdo: Use um referencial geodésico em p € M.
Conclua

Avn-f—l + ||A||2vn+1 - _2<VHa (07 S 1))
= 20,41 (Uij]. — |Du|2vn+1HZ)

Elabore um resumo da féormula da primeira e segunda variacao da
energia (Veja refs). Seja M uma variedade Riemanniana completa.
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Seja. N C M uma subvariedade fechada. Seja p € M — N. Note
que existe uma geodésica minimizante v, v(0) = p,v(l) € N, de modo
que dist(p, N) = dist(y) = . Além disto,y’(I) L N. Sugestoes (com-
plete todos os detalhes !!): Seja [ = dist(p,N). Note que o disco
geodésico By,i(p), de centro P e raio [ + 1 é compacto e que K :=
Bii1(p) NN # (). Note que z +— dist(p, z) atinge um minimo sobre K.
— dq € N;dist(p,q) = [. Seja v uma geodésica minimizante ligando
p a q (por que existe?). Seja [(s) uma curva em N; ((0) = ¢. Seja
p € UNy([0,1]), onde U é uma vizinhanga normal de q. Seja § C T),, M
definida por B(s) = eXp];I1 (6(5)) Claro que B(s) estd apenas definida
para s suficientemente pequeno (por qué 7). Faga um desenho!!. Defina
f(s,t) = exp,, (t . ﬁ(s)), f(s,0) = p1, f(s,1) = B(s). Sendo a geodésica
v1, definida como sendo a restricao de v ao arco entre p; e ¢, minimizante
— dist(f(so,)) = dist(f(0,))Vso, fazendo variar t de 0 a 1 (Por qué
7). Aplique a férmula da primeira variacao da energia para concluir o
resultado (faga um desenhol!!).

Seja M uma superficie completa de curvatura de Gauss estritamente
positiva. Sejam 7,7, duas geodédicas simples e fechadas de M. Note
que 1 N2 # 0. Sugestoes ( complete todos os detalhes !!) : Caso
contrario, 3 geodésica v; dist(v;,72) = dist(y) = [. Pelo resultado
anterior ;1,72 L 7. Seja V(0) = 41(7(0)) e V() o transporte paralelo
de V(0) ao longo de v & V(1) = y(I) = q. Considere f(s,t) = exp, (s -
V(t)), —e<s<e. Noteque f(s,0) =(s), f(s,1) = 72(s). Note que
a formula da segunda variacao, apds algumas consideracoes e calculos
fica:

1 . 1
~—E(0) = —/ K -2
2 0

Conclua dai o resultado desejado.

Consideremos o modelo da bola tridimensional do espaco hiperbdlico
dado por B = {(u,v,w) € IR*|u? + v? + w? < 1}. Considere uma
superficie de revolucao gerada por uma curva ¢ contida no disco aberto
D = {(u,v,w)} € B | w=0}. Seja p € D, seja v a unica geodésica
passando por p e ortogonal a geodésica horizontal {v = 0}. Seja ¢ a
interseccao entre estas duas geodésicas. Entao x ¢é igual ‘a distancia
hiperbdlica entre g e 0, e y é o comprimento orientado de v entre p e q.
Isto significa que x > 0 (resp. y > 0) < u > 0 (resp.v > 0), onde (u,v)
sao as coordenadas euclideanas de p. Note que
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A métrica de D neste sistema de coordenadas (x,y) é dada por ds* =
cosh?(y)da? + dy?.

Sejam e, e e, os campos de vetores unitarios na direcao de z e y,
respectivamente. Seja t(s) o campo unitdrio tangente a ¢ no sentido
do movimento (s parametro comprimento de arco). Seja n(s) o normal
unitario apontando para o sentido dos y crescentes. Seja a o angulo
orientado de t(s) a e,. Faca uma figura !!. Note as seguintes relacoes

1 0
egg_coshy'%
sina:coshy-d—x cosa:%
ds’ dz
n(s) = —cosae, +sinae,
d —cosa 0 )
dn coshy %—l—smaa—y
sina 0
_coshy%+cosa8_y

Suponha que f(s,t), a < s < b, 0 <t < J seja uma dada variagdo
prépria de c(s), i.e, f(s,0) = c(s) e f(a,t) = c(a), f(b,t) = c(b). Seja
g = coshy.

Note que o campo variacional é dado por V(s) = g - (0x / Ot)oe, +
(0y / Ot)oey (g = coshy).

Note que a férmula da primeira variagao fica

d b dy dzx dz Ox
— L.(t —— 2qd -2 . —— 2 )=
3z LeOlizo /a{(gg ds ds ¢ ds2) (&e)o
d?y , (dx 2 y
—7 _ - B 4 d
(o () (5), ) o
Conclua a partir da formula da primeira variagao que esta determina

a curvatura geodésica de ¢, e infira dos itens anteriores que a curvatura
(geodésica) de ¢, com respeito ao normal n é dada por

d
k(s) = _d_j — tanhy sin a.
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Note que isto d4 uma curvatura principal k& = k da superficie de rev-
olucao gerada por c.
Note que a outra curvatura principal ks é dada por ky = — sin « coth y.
Considere um sistema de coordenadas de B dado por x,y, 6, onde 0 é
o angulo de rotacao em torno do eixo x. Note que a métrica de B neste

sistema de coordenadas se escreve como ds? = sinh? y df+4cosh®y dz?+

o 0
dy? Considere =—, — e —, os campos adaptados a este referencial. Seja
oz’ dy 00
L Not
v := —— —. Note que
(R

Ve = —(i—j + sin« tanhy)n

V,v = —cothy g
Y

Usando estas férmulas re-obtenha as curvaturas principais k; e ko obti-
das no item (c),(iii),(iv).

Note que se a curva ¢ é o grafico de uma fungao positiva y = y(z),
entao as curvaturas principais da superficie de revolugao gerada por ¢
sao dadas por:

_ 4" coshy — 2sinhyy’ —sinhy cosh? g

k e
1 (cosh®y + ¢/%)3/2

b — cosh? y
2 sinh y(cosh? y + 1)1/

Encontre uma integral primeira da equacao da curvatura média con-
stante no espaco hiperbdlico de uma curva geratriz de uma superficie de
revolugao, mostrando que

v cosh’y — 2H u = const
(cosh?y + y'?)
onde v = csinhy, ¢ = comprimento do circulo hiperbdlico unitario e
¢ (sinh y)?
=
Considere "™ = {(xo,71,...,2,); 7, > 0)} o modelo do semi-

1
espaco do espago hiperbdlico munido da métrica ds* = — (dxg + dz? +
xn
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-++ + dx?). Seja P o hiperplano totalmente geodésico dado por P =
{z¢ = 0}. Seja D C P um dominio de P. Seja M uma hipersuperficie
de TH"™! Seja N um campo de vetores unitarios (na métrica hiperbdlica)
normal a M.

Seja o : (—¢,e) — M, uma curva paramerizada por comprimento de
arco (hiperbdlico). Seja ky a curvatura normal de o com respeito a N.
Reparametrizando « pelo parametro comprimento de arco euclideano
(visto M como hipersuperficie de IR"*"), obtemos uma curva 3. Con-
sidere a curvatura normal ky de 3 com respeito ao campo de vetores N
unitarios (na métrica euclideana) normal & M. Note a seguinte relagao:

/’{N:kan‘l’Nn

onde N, representa a ultima componente de N.

Deduza a partir da férmula anterior a equacao da curvatura média
pré -determinada H de um grdfico horizontal dado por uma funcao
xog = u(zy,...,,) definida sobre um dominio D C P.

Idem para a equacao da curvatura média pré-determinada H de um
grafico vertical dado por uma fungao x,, = u(x, ..., x,_1) definida sobre
um dominio Q C 9, JH" .

Note um teorema tipo Olinde Rodrigues para superficies M em IH?.
Note também que a semi-soma das curvaturas normais em um ponto
p € M, para qualquer par de diregoes ortogonais € igual a curvatura
média H(p) de M em p.

Note que as linhas principais de M em IH"* e de M em IR™™ co-
incidem. Conclua que M é totalmente umbilica em TH"™! < M é total-
mente umbilica em IR"™. Dé a classificacao das hipersuperficies total-
mente umbilicas de IH"™. Dé também outra demonstracio deste fato.
Deduza a classificacao das superficies isoparamétricas de IH?, seguindo o
seguinte roteiro : Seja p € M, um ponto nao umbilico de uma superficie
M em IH3.

Note que existe um referencial ortornormal { X7, X»} numa vizinhanca
de p principal, i.e, AX; = k; X;,i = 1,2, onde A é o operador de
Weingarten que representa a segunda forma fundamental de M.

Seja V a conexao de M. Note que as quantidades Vx, X;, Vx, Xo,
Vx, X1, Vx, X5 estao determinadas por fungoes a, b que dependem ape-
nas de ki, ko e das suas derivadas com respeito a X, Xo. Precisamente,
note que numa vizinhanga u de p:

VXQXl = bX2 leXQ = aXl [Xl,XQ] = CLXl — bX2 (12)
VX2X2 = —le VXle == —(IXQ (13)
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_ X2(k1) - Xl(kQ) , .
onde a = [ eb= _—kQ e Além disto, note que
_ (X (k) — X3 (k1)) (k2 — 1)
K. =k ko= s — )2
Xi (ko) (2X1 (ko) — Xi (k1))
(ks — k1)? (14)
Xo(k1)(Xa(ke) — 2X5(k1))
(k2 — ki1)? !

em U. Sugestoes: As equagoes (12), (13) seguem da compatibilidade, da
simetria e das equagoes de Codazzi. Enquanto que a equagao (14) segue
da equacao de curvatura de Gauss.

Note que existe um sistema de coordenadas principais numa vizin-
hanca de p. Sugestdo: Basta mostrar que existem campos Y; = f X7 e
Ys = g Xo; tais que [Y7, Y3| = 0. Conclua que uma superficie isoparamétrica
(i.e todas as curvaturas principais sao constantes), ndo umbilica é um
cilindro hiperbdlico.

Neste item serao abordados algumas aplicagoes do principio do maximo
e do principio de reflexao de Alexandrov. Note que uma superficie pro-
priamente mergulhada em IH? de curvatura média constante cujo bordo
assimptotico é um ponto é uma horosfera. E se o bordo assimptético for
um circulo 7 E se a superficie é uma superficie especial de Weingarten 7

Note que o seguinte teorema de Hsiang: Uma superficie propriamente
mergulhada de TH"™! contida dentro de um cilindro, com curvatura
média constante é uma hipersuperficie de revolucao. O que vocé pode
dizer, sob as mesmas condigoes , se a superficie é uma superficie especial
de Weingarten 7

Note que se €2 C IR" é um dominio que contém discos de raios ar-
bitrariamente grandes entao nao existe uma funcao f : 2 — IR, e um
numero positivo ¢ > 0 tal que a curvatura média H do grafico de f
satisfaca H > ¢ > 0

Note que néo existe um gréafico vertical minimo em IH"™ sobre um
semi- espaco fechado do bordo assimptético 0. JH™ ™.

Elabore um resumo sobre as relacoes entre uma superficie de curvatura
média 1 em IH? e as superficies minimas de IR?.
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