LISTA 10 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

(1) Considere o modelo do semi-espago superior do espago hiperbélico

space H""1 {(2¢ ..., 7,) e R" 2, > 0}, munido da métrica
n
1 —
ds® = — E dz? . Seja DxY, a derivada covariante associada a
x

n =0
métrica Euclideana, e seja VxY a conexao associada a métrica
hyperbolica. Deduza que:

(Z,NyX) = (1)22)Z-Dy X+(1/23) (=X [2,]Y - Z~Y [1,) Z- X+ Z[1,) X Y)

(a) Calcule os simbolos de Christoffel de H"!. Particularize
paran = 1,2, fazendo os calculos nestes casos diretamente,
usando simetria e compatibilidade.

(b) Deduza que, em H?, as curvas equidistantes tém curvatura
(geométrica) entre 0 e 1, os horociclos tém curvatura (geométrica
) 1 e que os circulos hiperbélicos tém curvatura (geométrica)
> 1, exibindo féormulas explicitas em cada caso.

(c) Calcule a curvatura média das superficies equidistantes,
das horosferas e das esferas em HS3.

(d) Defina o conceito de cilindro em H?, classificando todos os
exemplos. Calcule a curvatura média do cilindro.

(e) Seja av: (—e,e) — M, uma curva paramerizada por com-
primento de arco (hiperbdlico). Seja ky a curvatura nor-
mal de a com respeito a N. Reparametrizando « pelo
parametro comprimento de arco euclideano (visto M como
hipersuperficie de R"*1), obtemos uma curva 3. Considere
a curvatura normal ky de [ com respeito ao campo de
vetores N unitdrios (na métrica euclideana) normal a M.
Mostre a seguinte relacao:

"iN:kan_FNn

onde N,, representa a ultima componente de N.
Conclua que se H é a curvatura media hiperbdlica e h é a

curvatura média Euclideana tem-se que H = hx,, + N,,.
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(f) Deduza a partir da férmula anterior a equag¢do da cur-
vatura média pré -determinada H de um grdfico horizontal
dado por uma fungao z¢ = u(zy, ..., x,) definida sobre um
dominio D C P := {zg = 0}. A equagdo é a seguinte:

i (i) = 1 (74 )

onde W(u) = y/1+|V(u)]?, sendo que V e div, repre-
sentam o gradiente e a divergéncia Euclideanos respectiva-
mente. Investigue e classifique a equacao,, segundo a teoria
das E.D.P’s de segunda ordem.

(g) Idem para a equagao da curvatura média pré-determinada
H de um grdfico vertical dado por uma funcao z, =
u(xg, ..., T, 1) definida sobre um dominio Q C 9, H"™.
Agora, a equagao é a seguinte.

‘“(Jggzg(H‘W@Q

Investigue e classifique a equacao, segundo a teoria das
E.D.P’s de segunda ordem.
(h) Calcula a curvatura média H da superficie de Poleni em
H3, dada na Lista 6, deduzindo que é igual a 1.
(2) Obtenha uma férmula anédloga (ao do exercicio anterior) que

relacione as conexoes Riemannianas V e V, associadas a duas
métricas conformes g e g, sendo g = e"g, definidas numa varie-
vdade M, onde u : M — R é uma funcao suave.

(3) Considere o modelo do semi-espago do espco hiperbélico H? =
{(u,v,w), w > 0}. No plano vw considere novas coordenadas
x,y definidas da seguinte maneira: Seja ¢ o semi-circulo cen-
trado na origem e de raio 1 (que é uma geodésica do plano vw
munido com a métrica hiperbédlica). Seja p = (v, w). Considere
~1 a Unica geodésica do plano hiperbdlico vw que passa por p e é
ortogonal a ¢, interceptando ¢ em p;. Seja 7, a Uinica geodésica
que passa por p e é ortogonal ao eixo w, cortando-o em po
(que também ¢é uma geodésica). Entao z = dist(p, (0,0,1))
(orientada) e y = dist(pa, (0,0, 1))(orientada), de modo que
>0 <= v>20ey >0 <= w > 1. Agora considere
novas coordenadas z,y,z de H?, onde se p = (u,v,w) entao
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z = dist(p, planovw) e z > 0 <= u > 0. Mostre que

u = exp y tanh z\/l — tanh® z cosh? y

v = expy tanh x cosh y

w = expy sech z\/l — tanh? z cosh? y

(4) Considere o espago hiperbélico H? = {(X = zy, 19, 23); 73 >
0} Considere o setor préprio aberto Sy contido em 9., H? cujo
vértice é o ponto (—1, 0, 0) e cuja reta mediana é o raio [—1, +0o0]

—0
contido no eixo real zy, i.e Sy = {p € R? | 5 < arg(p+1) <

0
5} Considere a seguinte curva 7 de classe C* no plano II :=

{z; = 0}, dada por y(t) := (0,rcost,a + rsint), t € (0,7),
onde a,r > 0. Suponhamos que r ¢é escolhido suficientemente
grande de modo que os pontos £(0,7,0) ¢ S. A imagem de 7 é
o semi-circulo I' de raio 7. Seja C C H? o cone euclideano sobre
I com respeito ao ponto ¢ = (—1,0,0). Isto é C = Uysohy (),
onde h (X)) = A- (X +(1,0,0)) + (—1,0,0), para todo A > 0
e todo X € H3 U 9,.H3. Mostre que C é uma superficie de
classe C?, e que ¢ o grafico de uma funcao ¢ definida num setor
contendo Sy no seu interior. Mostre que a curvatura média
euclideana H de C, calculada com respeito a orientagao normal
no sentido crescente dos z = w3, é dada na parametrizagao
natural de C por

1472+ 2arsint + a?

H(t,\) =— 372
2\r <1 + (r + asin t)2>

além disso, mostre que a curvatura média hiperbdlica H de C
calculada também com respeito a orientacao normal no sentido
crescente dos z = x3, satisfaz H < 0 se e somente se

2rsint(1+ (r + asint)®) < (a+rsint)(1 +r° + 2arsint + a”)

(5) Considere a faixa B = {(z,y) € R* | =1 < y < 1}. Con-
sidere o semi-plano vertical II = {x = 0} em H3. seja y(t) =
(0,y(t), 2(t)), t € (0,1) uma curva regular parametrizada cujo
traco I" estd em II. Suponhamos que lim; o y(t) = —1 e lim;,; y(t) =
1. Seja M a superficie obtida fazendo I' sofrer sucessivas translacoes
horizontais. Isto é M = U,erT,(I'), onde T,(X) = X +
(2,0,0), VX € H3.
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(a) Exiba a parametriza¢ao natural de M e mostre que a cur-
vatura média euclideana H de M com respeito ao normal

1
unitario N = T -(0,—2'(t),y/(t)) é dada por
Y+ z
"ol
H(t,z) = H(t) = ff—ii’w@)
2 y/ 4

(b) Mostre que a curvatura média hiperbdlica H de M é iden-
ticamente nula se e somente se

y/ <y/2 + 212)
z

S y/ _ y// - 9

Além disto se I' é um grafico com respeito a y, mostre que

(6) Consideremos o modelo da bola tridimensional do espago hiperbdlico
dado por B = {(u,v,w) € R*|u? +v* + w? < 1}. Considere
uma superficie de revolucao gerada por uma curva c contida no
disco aberto D = {(u,v,w)} € B | w = 0}. Seja p € D, seja v
a unica geodésica passando por p e ortogonal a geodésica hori-
zontal {v = 0}. Seja ¢ a interseccao entre estas duas geodésicas.
Entao x ¢ igual ‘a distancia hiperbdlica entre ¢ e 0, e y é o com-
primento orientado de v entre p e ¢. Isto significa que z > 0
(resp. y = 0) < u >0 (resp.v > 0), onde (u,v) sdo as coorde-
nadas euclideanas de p. Mostre que

(a) A métrica de D neste sistema de coordenadas (z,y) é dada
por ds? = cosh?(y)dx? + dy?.

(b) Sejam e, e e, os campos de vetores unitarios na direcao de x
e y, respectivamente. Seja t(s) o campo unitario tangente
a ¢ no sentido do movimento (s parametro comprimento
de arco). Seja n(s) o normal unitdrio apontando para o
sentido dos y crescentes. Seja a o angulo orientado de ¢(s)
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a e,. Faga uma figura !!. Mostre as seguintes relagoes

1 0
coshy.%
Sinoz:COShy-d—x cosoz:%
ds’ dz
n(s) = —cosae, +sinae,
d —cosa 0 , 0
dn coshy %jtsmaa—y
. sina 0
C:coshy%—l—cosaa_y

(¢) Suponha que f(s,t), a < s < b, 0 <t <0 seja uma dada
variagdo prépria de c(s), i.e, f(s,0) = c(s) e f(a,t) =
c(a), f(b,t) = c(b). Seja g := coshy.

(d) Mostre que o campo variacional é dado por V (s) = g-(0x /
Ot)oes + (Qy / Ot)gey, (g = coshy).

(e) Mostre que a férmula da primeira variacao fica

b dy dx & ox
Ct = — 2 == - ar
<)‘t:0 /G{(gg ds d5+g d82) <8t)0

d?y , (dx 2 oy
y (@‘99 (@) )'(al} 4

(f) Conclua a partir da formula da primeira varia¢do que esta
determina a curvatura geodésica de ¢, e infira dos itens
anteriores que a curvatura (geodésica) de ¢, com respeito
ao normal n é dada por

da ,
k(s) = s tanh y sin a.
Mostre que isto dda uma curvatura principal k; = k da
superficie de revolucao gerada por c.

(g) Mostre que a outra curvatura principal ks é dada por ky =
—sin« coth y.

(h) Considere um sistema de coordenadas de B dado por z,y, 6,
onde 6 é o angulo de rotagao em torno do eixo x. Mostre
que a métrica de B neste sistema de coordenadas se es-
creve como ds? = sinh?y d@ + cosh? y dz® 4 dy? Considere

o 0

—,— e —, os campos adaptados a este referencial. Seja
oz oy .~ 00 P P )
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1 0
v := —— —. Mostre que
511 96

Vit = —(i—i + sin « tanhy)n

V,v = —cothy aﬁ
Y

Usando estas formulas re-obtenha as curvaturas principais
kq e ko obtidas nos itens anteriores.

(i) Mostre que se a curva ¢ é o grafico de uma fungao positiva
y = y(z), entdo as curvaturas principais da superficie de
revolucao gerada por ¢ sao dadas por:

9" coshy — 2sinhyy’ —sinhy cosh? y

k e
! (cosh? y + y)3/2

b cosh? y
> sinh y(cosh? y + y'2)1/2

(j) Encontre uma integral primeira da equagao da curvatura
média constante no espaco hiperbédlico de uma curva gera-
triz de uma superficie de revolugao, mostrando que

cosh?
Y i — 2H u = const
\/(Cosh2 y+y?)
onde v = ¢sinhy, ¢ = comprimento do circulo hiperbdlico
¢ (sinhy)?

unitario e u = 5

(7) Mostre que o toro de Clifford do exercicio 5 da Lista 3 é um
toro plano mergulhado na esfera S* (i. e curvatura de Gauss
nula) que é uma superficie minima.



