LISTA 11 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

(1) Seja f uma funcdo suave em uma variedade Riemanniana M de
dimensao n + 1 e seja M uma subvariedade de M de dimensio
k. Sejam V e A a conexao e o Laplaciano sobre M, respecti-
vamente. Seja A o laplaciano sobre M. Finalmente, seja H o
vetor curvatura média de M definido pela equagao

k k
Zv@.e} =k ]? -+ Z Veiei,
i=1 i=1
onde eq,..., e, € um campo de vetores ortornormais numa viz-
inhanca de um ponto p de M e é;,...,e,,1 é uma extensao
ortornormal suave destes campos & uma vizinhanca de p em M.
(a) Mostre que Af = Zle (eie;f —Veeif)
(b) Mostre que < Vf,V.,e; >= V,,e;f. Interprete o termo da
direita da igualdade.
(c) Mostre que Af = Af + kHf — Z;L:;H(e_je_jf — Ve 6 f)
(d) Suponha que M é imagem inversa de um valor regular de f
e que as trajetorias do gradiente que partem de p € M sao
geodésicas. Ou seja, f é uma funcao distancia e Vf = %.
Interprete e expresse a féormula do item anterior neste caso .

Deduza também que nH = —divy; ( ) ,onde H é a

Vf
IV £l
curvatura média com respeito ao normal N = iR
(2) Mostre que o seguinte teorema de Hsiang: Uma superficie com-
pleta propriamente mergulhada de H"*! contida dentro de um
cilindro de H""!, com curvatura média constante ¢ uma hiper-
superficie de revolucao. O que voceé pode dizer, sob as mesmas
condicoes , se a superficie é uma superficie especial de Wein-
garten 7

(3) (Confira com o exercicio 3 da lista 8). Seja (M, g) uma var-
iedade Riemaniana de dimensao n e seja f : R — (0,00) um
funcao suave. Em M xR vamos definir a métrica g¢(xq, ..., z,) =
dt* + f2(t) g(x1, . .., z,). Note que tal métrica ndo é a métrica
produto (a menos que f =1). O espago M x R (ou M x;R) é
chamado de warped product.
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2 PROFESSOR RICARDO SA EARP

Vamos considerar o tensor canonico Ry (X,Y)Z = (Y, Z)X —

(X, Z)Y. Seja R o tensor de curvatura de M x R e R o tensor
de cuivaaturaade é\/[ . Mfg/stge que

(a) R(a—g 8—%)@8: F o
(b) é(a—xi, a_xj)a — 0.

(©) R 55 = gy

(d>}~%(808 o d0.,0 . 0 9.0

8xi’8x]~)8xk _R(ax,’ax])ﬁxk f R1<a$1’8$])6$k
(4) Seja p € M, um ponto nao umbilico de uma superficie M em
H3.
(a) Mostre que existe um referencial ortornormal { X, X5} numa
vizinhanca de p principal, i.e, AX; = k; X;,1 = 1,2, onde
A é o operador de Weingarten que representa a segunda
forma fundamental de M.
(b) Seja V a conexao de M. Mostre que as quantidades V y, X7,
Vx, X2, Vx, X1, Vx, X5 estao determinadas por fungoes
a,b que dependem apenas de ki, ko e das suas derivadas
com respeito a X, Xo. Precisamente, mostre que numa
vizinhanga w de p:

Vi Xi = bXs, Vi Xo— —bX,
VX1X2 = aXl, leXl = —CLX2
(X1, X =aX; —bX,

Xo(k)) , __ Xilks)
k?g — k?l kQ - kl

a curvatura de Gauss extrinsica K, satisfaz

(X (ko) — X5 (k1)) (ko — k1) | X1 (ko) (2X1 (ko) — X (K1)

onde a = . Além disto, mostre que

K.:=k ky= (lfg _ kl)z (kz — k1)2
Xo(k1)(Xa(ko) — 2X5(k1))
(k2 — k1)? o

em U. Sugestoes: As primeiras equagoes seguem da com-
patibilidade, da simetria e das equacoes de Codazzi. En-
quanto que a segunda equacao segue da equagao de cur-
vatura de Gauss.
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(¢) Mostre que existe um sistema de coordenadas principais
numa vizinhanga de p. Sugestdo: Basta mostrar que exis-
tem campos Y] = f X; e Yy = g Xo; tais que [Y7,Ys] = 0.

(5) Seja SI x Sp*, o espago produto da esfera de dimensdo n e
curvatura sectional a > 0 pela esfera de dimensao m e curvatura
sectional b > 0.

(a) Mostre que tal espago é isométrico a S™ x §” com a métrica
Lds? + 4ds?,.

(b) Mostre que todas as curvaturas seccionais ficam no inter-
valo [0, max{a, b}|.

(¢) Mostre que S” x Si", tem curvatura escalar constante e
que é uma variedade de Einstein, se e s6 se (n — 1)a =
(m — 1)b, mas, nunca tem curvatura seccional constante
(veja definigao abaixo).

Sugestao: Escolha um referencial ortornormal (local) {e1, ..., e,}
de S™ com a métrica canonica ds?, e um referencial ortornor-
mal (local) {€,41, .., €nim} de S™ com a métrica canonica ds?,
trabalhando com o referencial (local)

{Vaey,....vJaen, Vbenit,. .., Vbenim}, em S*x S Em seguida,
use a féormula de Koszul que exprime a conexao Riemanniana
em termos da métrica, levando em conta o calculo de

(V. ae \/Eej, V/*ey), considerando todos os casos para i, 7, k,

e chegando a uma férmula geral. Escreva {Fi,..., F,n} =
{Vaey,....,vaen, Vbenii,. .., Vbenim}, em S* x S, e de-
duza que R(F;, F;)F), = 0, a menos que 1 < 4,5,k < n, ou
n+1<14,j5,k <n+m. Assim conclua que R(F;, F;)F, =0, a
menos que ¢ = k ou j = k. A partir disto obtenha as curvaturas
seccionais, desenvolvendo todos os detalhes.

(6) (cf. exerc.(3) acima). Considere a variedade Riemanniana
S*=! x I, onde I é um intervalo aberto da real R com a métrica
dr? + ¢*(r) ds,_,. Note que f(x) = f(y,r) = r, é uma fungao
distancia. Na esfera (S*71 ds? ), escolha um referencial or-
tornormal {eq, ..., e, 1} e um referencial ortornomal {Fy, ..., F,,} =
{é €1y, glo en—1, N = % =Vf}de (S™ x I,dr* + p*(r)ds,_1).

/!
(a) Deduza que R(F;, F,, F;, F,) = —Si, se i < n, e que
1 — S0/2 o ?
R(F;, F;, F;, Fj) = 7, se 1,7 < n. Conclua que as
curvaturas seccionais se situam entre —%/, 1;‘52.
(b) (Veja as definigoes de tensor de Ricci e de curvatura escalar

abaixo). Deduza que
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1 — 2 "
f —SO—)FZ-,sez'<n,e
2 ¥

(n — 1) Ricci(F;) = ((n —2)

S0//
que Ricci(F,) = —— F,.
¥

(c¢) Conclua que a curvatura escalar S satisfaz

90” 1— S0/2
TLS:—Q?‘}‘(TL—Q) D) .

(d) Para n =2 vocé obtém algum resultado conhecido ?
(e) Faca ¢(r) = r, sinr, e sinhr, e re-obtenha um resultado
conhecido, explicando.
(f) Obtenha todas as métricas que sao Ricci flat, ou seja com
tensor de Ricci nulo, separando os casos n =2 e n > 2.
(g) Faga uma mudanca de variaveis ¢’ = G(yp), (reduzindo a
ordem da equagcao), e usando separagao de varidveis mostre
que a equacgao da curvatura escalar flat (S = 0) fica
©? =1+ Cyp*™, onde C é uma constante.
(7) Seja M = Nilz o espaco de Heisenberg.
(a) Mostre que o tensor de Ricci (veja definigdo abaixo) tem
tanto auto-valores positivos como negativos.
(b) Mostre que a curvatura escalar é constante.
(8) Considere o grupo de Lie

SU(2,C) ={A e M(2,C); det A=14 =41}

Lembre que a élgebra de Lie su(2) de SU(2,C) é

i B+ iy
{50, o] anyer)

v 0

gerada pelos campos invariantes a esquerda X; = 0 —

0 1 0 2
o =[]
Dado ¢ > 0, vamos definir uma familia de métricas em SU (2, C),

X
impondo que o referencial {—1, Xy, X3} seja ortornormal. Note

que a multiplicacao por escalar em S?* C C? corresponde & mul-
i0
tiplicacao a esquerda, pelas matrizes [60 ew} . Assim, note
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que X; é tangente as fibras da fibracao de Hopf Tais var-

iedades Riemannianas tridimensionais sao chamadas de esferas

de Berger.

(a) Mostre os calculos dos colchetes: [X7, Xs] = 2X3, [Xo, X3] =
2X1, [X3, X1 = 2X5.

(b) Use a férmula de Koszul que exprime a conexao Rieman-
niana em termos da métrica, para mostrar que Vy, Xo =
(2 — 52)X3, VX2X3 = Xl, ngXl = 62 XQ, VXij = 0.

(¢) Mostre que R(X;, X5) X3 =0.

(d) Mostre que R(X3, X3, Xo, X3) = (4 — 3¢&?), e

X X
R<X37 ?17 X37 ?1) = 62'
(e) Deduza que as curvaturas sectionais estao no intervalo
[€%,4 — 37

(9) Primeiramente, vamos recordar algumas nogoes geométricas,
por exemplo, vamos estabelecer as defini¢oes de tensor de Ricci
e de curvatura escalar S : Seja (M, g) uma variedade Rieman-
niana de dimensao n, V a conexao Riemannaiana de M e R o
tensor de curvatura de M. O tensor de Ricci esta definido da
seguinte maneira:

(n—1) Ricci(X,Y) = traco Z — R(X, Z)Y, e Ricci(X) = Ricci(X, X).
Note que o tensor de Ricci é uma média de outras curvaturas

e que para X campo unitdrio, Ricci(X) é a média de n — 1
curvaturas sectionais em planos que contém X, e que sao ortog-

onais um aos outros. O trago normalizado do tensor de Ricci
(trago da aplicacao auto-adjunta que o representa) é chamado

de curvatura escalar S.

Dizemos que a variedade Riemanniana (M, g) é um espago de
Finstein, se o tensor de Ricci é um multiplo do tensor métrico
qg.

Note que quando M é uma hipersuperficie de R"™! existe a
nocao de aplicacao normal de Gauss, andloga a da conhecida
para n = 2. Lembre que a derivada desta aplicacao é o shape
operator, ou o operador de Weingarten A, os auto valores sao as
curvaturas principais A1, ..., A\, e os invariantes sao as r-ésimas

fungoes simétricas de curvatura S,, dados por:
n

det(t] — A) = (—1)"S,t"".
r=0
Por exemplo, o traco A; +--- A\, é n vezes a curvatura média
e o produto A; ...\, (determinante) das curvaturas principais é

chamado de curvatura de Gauss -Kronecker. A soma ), _ ;A
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é 95 a segunda funcgao simétrica de curvatura, etc. Quando
normalizamos estas func¢oes simétricas obtemos H,., as r-ésimas
curvaturas médias.

Responda verdadeiro ou falso. Caso verdadeiro, esboce uma
deducao rigorosa. Caso falso, exiba um contra-exemplo.

(a)

Numa variedade Riemanniana de dimensao 3, o tensor de
Ricci determina as curvaturas seccionais. Quando M é
Einstein entao M tem curvatura sectional constante.
Para n > 3 nao existe uma meétrica g com curvatura sec-
tional estritamente negativa numa uma variedade Rieman-
niana (M.g) de dimensao n, que pode ser realizada local-
mente como uma hipersuperficie de R*+!,

A afirmacao anterior continua verdadeira para n = 2.

As variedades produto (com as métricas canonicas em cada
fator e a métrica produto da variedade produto) S! xS? St x
S?,S? x S%, admitem métricas com curvatura sectional con-
stante.

A variedade produto S? x S?, nao admite um toro plano
(flat) totalmente geodésico mergulhado nesta.

Os espaco produto de esferas S™ x S™ e o espaco projetivo
complexo CP™ admitem métricas com curvatura seccional
constante.

A variedade produto S?* x §? é uma variedade de Einstein.
Uma superficie compacta, fechada ,de género g > 1 admite
uma métrica de curvatura sectional constante igual a —1.
Se M™ ¢é uma hipersuperficie fechada de R"*!, com cur-
vatura de Gauss-Kronecker estritamente positiva em todos
os pontos, entao M é difeomorfa a esfera S™.

Se M™ é uma hipersuperficie fechada de R"™!, e se o oper-
ador de Weingarten ¢é sempre estritamente positivo, entao
M ¢ difeomorfa a esfera S".

Uma hipersuperficie de R"*! com curvatura sectional lim-
itada inferiormente por uma constante positiva, i.e > ¢,
entao também tem a segunda curvatura média H, estrita-
mente positiva.

Existe uma superficie propriamente mergulhada em H? de
curvatura média constante igual a 1 cujo bordo assimptdético
¢ um ponto e nao é uma horosfera.

Existe um dominio 2 C R"™ que contém discos de raios
arbitrariamente grandes e existe existe uma fungao

f: Q — R, tal que a curvatura média H do grafico de f
satisfaz H > ¢ > 0, sendo ¢ uma constante positiva.
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(n) Existe um grafico vertical minimo em H"™ sobre um semi-
espaco fechado do bordo assimptético O, H™ 1.

(o) Um superficie com curvatura de Gauss extrinseca constante
igual a 1 imersa em H? é flat (plana).

(p) As curvaturas seccionais de H? x R variam entre —1 e 0.

(q) Nao existem planos (superficies) totalmente geodésicas de
H? x R, fora dos slices H? x {t}.

(r) Um superficie minima completa de H? é nao compacta.

(s) Uma superficie completa com curvatura de Gauss estri-
tamente positiva de uma variedade Riemanniana de cur-
vatura sectional nao positiva tem area finita.

(t) Uma superficie completa sempre tem drea infinita.

(u) Assuma que g = dr? + f%(r) df seja uma métrica suave
em todo o plano bidimensional R?, usando coordenadas
polares. Ou seja, (R?, g) é uma superficie Riemanniana.
Segue entao que tal métrica é completa e que a area total

é dada por 27 / f(r)dr, podendo ser infinita ou nao, Tal

métrica pode soer realizada como uma superficie de revo-
lucao de R3.

(v) A curvatura de Gauss de uma superficie Riemanniana com
métrica g = ds* + U?(s)dt,U(s) > 0 nao depende de t;
além disso, a métrica hiperbdlica pode ser expressa desta
forma para uma escolha de U(s).

(w) A curvatura total C'(M) := /|K|dA (K ¢é a curvatura

M
total de M) de uma superficie minima completa M de R?

¢ sempre infinita.

(x) A curvatura total C(M) := / |K|dA (K ¢é a curvatura to-
M

tal de M) de uma superficie totalmente geodésica completa
M de H? ¢ sempre infinita.

(y) Uma superficie Riemanniana é sempre localmente conforme-
mente flat (plana).

(z) Uma variedade Riemanniana de curvatura seccional con-
stante é localmente conformemente flat (plana).

(10) Seja M uma variedade Riemanniana completa. Seja N C M
uma subvariedade fechada. Seja p € M — N. Mostre que existe
uma geodésica minimizante ~y,y(0) = p,v(l) € N, de modo que
dist(p, N) = compr(y) = [. Além disto,y/(I) L N. Sugestoes



(11)

(12)
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(complete todos os detalhes): Seja [ = dist(p, N). Note que o
disco geodésico B;,1(p), de centro P e raio [ 4+ 1 é compacto e
que K := B;;1(p) N N # (. Mostre que z — dist(p, z) atinge
um minimo sobre K. = dq € N;dist(p,q) = [. Seja v uma
geodésica minimizante ligando p a ¢ (por que existe?). Seja (3(s)
uma curva em N; 3(0) = q. Sejap; € UN~([0,1]), onde U é uma
vizinhanca normal de ¢. Seja § C T, M definida por B(s) =
exp]jl1 (ﬂ(s)) Claro que ((s) estd apenas definida para s sufi-
cientemente pequeno (por qué 7). Faga um desenho!l. Defina
f(s,t) = exp,, (t . ﬁ(s)),f(s,O) = p1, f(s,1) = B(s). Sendo a
geodésica v, definida como sendo a restricao de v ao arco entre
p1 e ¢, minimizante = compr(f(so,t)) > compr(f(0,t))Vso,
fazendo variar t de 0 a 1 (Por qué 7). Aplique a férmula da
primeira variagdo da energia para concluir o resultado (faga um
desenhol!!).

Seja M uma superficie completa de curvatura de Gauss es-
tritamente positiva. Sejam 1,72 duas geodédicas simples e
fechadas de M. Mostre que 71 N ve # 0. Sugestoes ( com-
plete todos os detalhes !!) : Caso contrario, 3 geodésica ~;
dist(v1,v2) = compr(vy) = [. Pelo resultado anterior 7,7, L 7.
Seja V(0) = ~1(7(0)) e V(t) o transporte paralelo de V(0) ao
longo de v a V(I) = y(I) = ¢q. Considere f(s,t) = exp, (s .
V(t)), —e < s < . Note que f(s,0) = 71(s), f(s,1) = 7a(s).
Mostre que a féormula da segunda variacao, apds algumas con-
sideracoes e calculos fica:

1. 1
~—E(0) = —/ K -2
2 0

Conclua dai o resultado desejado.

Seja K uma hipersuperficie mergulhada em uma variedade Rie-
manniana completa M, com conexao V. Seja y(t) uma geodésica
de M parametrizada pelo comprimento de arco t, tal que y(0) €
K e~'(0) € qu(O)K . Assuma que existe um campo de vetores
unitario normal N; tal que N(v(0)) =~/(0).

(a) Considere a(s) uma curva suave, contida em K tal que

a(0) =~(0) e

f :(=g,¢) x [0,7] — M, uma variacao de 7(t), definida
como

f(s,t) = exp, s (EN(a(s)) . Mostre que

of of
< E, E > =0
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Sugestao : Use a simetria da conexao e o fato que as curvas
s = const sao geodésicas.

(b) Diz-se que um campo de Jacobi J(t), definido ao longo da
geodésica (t) é um K-campo de Jacobi, sse satisfaz as
seguintes condigoes :

o < J(t),v(t) >=0.

e J'(0)+ A(+'(0))J(0) = 0, onde A denota a aplicacao
de Weingarten.

e Sejam a(s) uma curva em K com a(0) = ~(0), f(s,t) =

eXPy(s) (EN(a(s))) e J(t) = 3f(2, t). Mostre que J(t)

é um K-campo de Jacobi ao longo de ~(t). Sug-
estao : Note que como f(s,t) é uma variagdo por
geodésicas entao J(t) é um campo de Jacobi. Note
que a condi¢ao anterior garante o item a) da definigao
de K-campo de Jacobi. Finalmente note que

D af(0,0)
T dt  Os
D af(0,0)

T ds ot
df(s,0)
ot
= —A(+'(0))J(0)

e Mostre que se J(t) é um K-campo de Jacobi ao
longo de ~(t), entao existe uma curva «(s) em K
tal que fazendo f(s,t) = exp,,) (tN(a(s))), J(t) =

J'(0)

= V0

w.&agestdo : Considere a(s) uma curva em K
s

~ t
tal que o/(0) = J(0) e considere J(t) = afg: )

Mostre que J(t) é um K-campo de Jacobi e note que
J(0) = J(0). Use o item da defini¢ao de K-campo de
Jacobi.

(c) Considere agora duas hipersuperficies K e G mergulhadas
em uma variedade Riemanniana M de dimensao n+1. As-
suma que exista um campo unitario N de vetores normais
a K. Diz-se que K e GG sao paralelas se existe s tal que
a aplicagdo ¢s(z) = exp,(sN(z)) definida em K seja um
difeomorfismo entre K e GG. Mostre que se p € K,7(t) =
exp,(tN(p)) e J(t) ¢ um K-campo de Jacobi ao longo de



10

(f)
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v(t), entdo J(t + s) é um G-campo de Jacobi. Assuma
que K; := ¢;(K) sao hipersuperficies. Dado um ponto

d
Yy = ¢y (x) de Ky, define-se N(y) := E(bt(x) ‘t:to . Cada

K; admite uma orientagao natural determinada por N. As-
suma a existéncia de uma fungao suave f : M — R tal que

f restrita & cada K; seja constante. Seja f(t) := f(Kj).
Mostre que

Aflp) = f"(t)) = nf (t)H(p)  p€ Ky

Sugestao : Observe que Vf(y) = f'(t)N, e que VNN (y) =
0, y € K;. Considere {ey, ..., e, } referencial local ortornor-
mal em uma vizinhanga de p em M tal queem p {ey,...,e,}
é tangente as diregOes principais.

Conclua Sejam K; e f definidos acima. Mostre que se A f
é constante em cada K; entao K; é uma hipersuperficie de
curvatura média constante.

Suponha que M = M"*!(¢) uma variedade de curvatura
seccional constante ¢ . Assuma que K; = ¢;(K), sejam
hipersuperficies mergulhadas, e portanto paralelas a K.
Seja p € K,v(t) = ¢(p) e seja {e;} uma base ortornor-
mal de direcoes principais de p associadas as curvaturas
principais k;. A finalidade da presente discussao é determi-
nar as curvaturas principais e as dire¢oes principais de K
em (t) : Tome {J;(t)}, n K-campos de Jacobi ao longo
de y(t) com J;(0) = e;. (Veja acima). O fato de que
JI'(t)+cJi(t) = 0 (Por qué 7), a defini¢ao de um K-campo
de Jacobi e a unicidade de campos de Jacobi garantem
que :

Ji(t) = gi(t)es(t)

onde e;(t) é o transporte paralelo de e; ao longo de () e
g:(t) é uma funcao suave que satisfaz as seguintes equagoes

gi (t) + cgi(t) = 0
9:(0) + kigi(0) = 0

Logo, se ¢ = 0,g:;(t) = —kit +1, se ¢ = —1,¢(t) =
—k;sinht+ cosht, se c =1, g;(t) = —k; sint + cost. Mostre
que, nas condigoes acima, {e;(t)} é uma base ortornormal
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de diregoes principais de K; em 7(t) associadas as curvat-
gi(t) o
== Calcule as curvaturas principais em
9i
cada caso ¢ = 0,1, —1.

uras principais —



