LISTA 3 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

(1) Seja M o toro de revolugao mergulhado em R? que é a imagem
da aplicagao f(6,¢) = ((2+ cos @) cos p, (24 cos ) sin ¢, sin ),
0,0 €R.
(a) Escrever em coordenadas locais 6, p a métrica induzida so-
bre M proveniente da métrica canonica de R3. Explicar,
justificando corretamente, se o difeomorfismo canoénico do
toro plano T? sobre M é uma isometria ou nao.
(b) Explicar, justificando corretamente, se o toro plano T? ¢
localmente isométrico ao plano ou nao. Dé exemplo de
dois toros planos que nao sao isométricos.
(2) Deduzir que o cone em R? ¢ localmente isométrico ao plano.
(3) Considere a métrica g induzida em C oriunda de S? pela parametrizagao
(conforme) que é a inversa da projecao estereogréfica do pélo
2
norte Iy : C — S? C R3, 2 ( 22 , 12 1), tomando
T5 P oP+ 1
em S? a métrica usual. Deduza que g é conforme & métrica
plana usual de C, e encontre uma expressao desta métrica em
termos de z. Serd que esta féormula muda quando tomamos outra
parametriza¢ao (conforme) que é a composta da reflexdo no
eixo r com a inversa da projecao estereografica do pélo sul ?
Por qué ? Sugestdao: Considere a métrica canonica de R3,
dz? + dx3 + dx3, e calcule as 1-formas dzy, dxg, dzz, em termo
de u, v, onde z := u + iv.
(4) Considere a superficie de revolugdo da catendria, chamada de
catenoide dada por x = a coshv cosu,y = acosh v sinu,
z =av; 0 < u < 2m,v € R (“catendide menos um meridi-
ano”). O catendide é a tnica superficie minima de revolugdo
de R3. Considere o helicdide de R?® parametrizado por z =
asinhvcosu,y = asinhvsinu,z = au; 0 < u < 2m,v € R
(“pedago do helicéide entre as alturas z = 0, e z = 27a”). O
helicéide é a tinica superficie minima regrada de R3. Encontre
uma definicao geométrica do helicéide e mostre que o catendide

e 0 helicoide sao localmente isométricos. Encontre uma familia
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a l-parametro de superficies minimas ligando o catendide ao

helicéide.

Mostre que X : R? — R* (0, ¢) — % (cosf,sin 6, cos p,sin @),
é uma imersao de R? na esfera unitdria S®. A imagem X (R?)

é uma, superficie minima de S*, chamada de toro de Clifford.

Mostre que {(—sin 8, cos,0,0), (0,0, —sin ¢, cos )} é um refe-

rencial ortornormal do espacgo tangente e que

{\/Li (cosf,sin b, cos p,siny) , \/LE (—cosf,—sinf,cos p,sinp)}, é
uma base ortornormal do espago normal ao toro de Clifford (em

R%).

Seja g; a métrica de S""!. Seja (dr)? a métrica canonica de

I = (0,00). Define-se a métrica g em S"~* x I, por

Gmr =721+ (dr)>’,meStrel

(a) Serd que g é a métrica produto ?

(b) Deduzir que (S"! x I, g) é isométrica & métrica de R™\ {0}
munida da métrica Euclideana.

(c) Mostrar que (S"™! x I, g, x (dr)?) é isométrica ao cilindro
C={z=(vo,21,...,0,) ER" 24 . 422 =1; 29 >0}
munido da métrica induzida de R"*!,

Considere a aplicagao f: R™ x (0,7) — R™ x R, por
f(z,r):=(x,t) = (sinr - z,cosr),
z=(21,...,2,) € R",r € (0,m).

(a) Deduza que f determina um difeomorfismo
g:S" 1 x (0,71) — S" C R" x R por
g(z,7) = (sinr - z,cosr).

(b) Deduza que a métrica induzida em S"~!x (0, 7), pela métrica
canonica de S™, dada pela restricao da métrica canonica de
R" x R, dt* + dz? + - - - + dx? & S", é dada por
dr?+sin® rds?_,, onde ds?_| é a métrica canonica de S* 1,
que é a restricao da métrica Euclideana dzf + - - - + d2? a
Sr1

(c) Uma consideragao andloga pode-se fazer para as métricas

dt*+sin® t ds?+cos® t ds? em SPxS7x (0, 7/2), considerando
a aplicagao S? x S x (0,7/2) — RPT! x R,
(x,y,t) — (z-sint, y-cost). Tais métricas sdo chamadas sao
chamadas de “warped products” (logo, a métrica canonica
da esfera pode ser vista assim). Aqui dsi, denota a métrica
canoénica da esfera SP.



