LISTA 4 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

(1)

RICARDO SA EARP

Seja Ml uma variedade Riemanniana de dimensao 2 (superficie
Riemanniana). Seja z = x + iy,z € U, U aberto, coordenada
conforme em M, ie f : U C C — M, z — f(z) € M, é
uma parametrizacao conforme, em que a métrica induzida ds?
em U oriunda da métrica de M estd dada por ds? = o?|dz|*.
Diz-se informalmente que ds? é uma métrica conforme em M
(identificando U com sua imagem em V := f(U) C M).

Agora, considere o espago produto M x R munido da métrica

produto. Assim (x,y,t) sd@o coordenadas locais em M x R
(z = x + iy sdo cordenadas conformes (ou isotérmicas) em M e
t é a coordenada usual de R). Seja Q@ C C um dominio e seja
X Q% MxR, w— (h(w), f(w)),
w = u+iv,u,v € R uma imersdo de 2 em M x R (imagina
h(Q2) C V). Diz-se que h(w) é a componente horizontal e que
f(w) é a componente vertical. Seja 9, := %, Oy = 8%, Oy = %,
o referencial local do espaco tangente, onde 9,, 0, é um referen-
cial do plano tangente a M adaptado a f e 0; é o campo vertical
canodnico tangente a “reta” t — (x,t),* € M.

Relembre a notacao complexa: Se g é uma funcao suave difer-
enciavel (complexa) em €) entdo, define-se os operadores (com-
plexos) g, = % (gu —19y), € gz = % (gu +1gy) -

(a) Mostre que X : Q¢+ M xR, w = u+iv — (h(w), f(w)), é
uma imersio conforme, se e s6 se (f,,)° = —(0 0 h)2hyhe.

(b) Conclua que a métrica induzida por X, escrita da forma
p?ldw|?, estd dada por (usando a linguagem complexa)
> = (00 h)’ (|hul + [hal)” -

(c) Seja N a aplicacdo de Gauss map (normal unitdrio) em
M x R. Coloque N = N1% + Nga% + Ng%. Verifique que

2Reg, 2Img, g 21
N = (Nl,NQ,Ng) = (U g | | )

lg* +1
fwhfﬁ - fﬁhw ~
g = . Sugestao: Calcule < X, N >,
o|haw|(|hw| + |hal)
< XyyN > <N,N >.
Considere o disco de Poincaré H?, i.e o disco aberto {(x,y) €

R% z? + y* < 1}, munido da métrica hiperbélica w |dz|2.

, onde

Seja p a distancia hiperbélica de um ponto (x,y) a origem (raio
hiperbdlico).
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2 PROFESSOR RICARDO SA EARP

(a) Mostre que R = /2?2 + y? = tanh p/2.

(b) Mostre que a métrica ds* no produto H? x R em coorde-
nadas cilindricas (p, 0,t), é dada por
ds* = dp® + sinh? pdf + dt>.

(c) Seja £ € R. Seja S uma superficie imersa em H? x R dada
por

X (p(s),p(s,7)) = (tanh p/2 cos p, tanh p/2 sin p, A(p) + Lp) , 5,7 € R

Mostre que a métrica induzida em S , tomando coorde-
nadas cilindricas em H? x R, estd dada por

dp® = (1+ X dp® + 20N dpdy + (€2 + sinh? p) dp?

(3) Considerando S* = CU{o0}, com a métrica esférica ﬁ |dz|?
faga uma andlise parecida com a que foi feita acima no item (2)
considerando coordenadas cilindricas (p,,t) em S* x R, tro-
cando sinh p — sin p.

(4) Escreva a métrica produto em S? x R, tomando coordenadas
esféricas (0, @) de S2.

(5) Considere RM ! := R™™ munido com a métrica de Lorentz
Q = —dxy+da?+dai - - -+dx?, . A seguinte superficie “space-
like” S € RV com a métrica Riemanniana induzida d4 origem
ao modelo de Minkowski do espaco hiperbdlico H" ! :

S :={r=(vo,x) e R"* e R"™ 20> 0,Q(x) = |x|*- 22 = —1}.
Por defini¢ao o grupo de isometrias de S, denotado por

OT(1,n+ 1) preserva esta métrica.

(a) Considere as matrizes

Y

cosht sinht 0 --- 0
sinht cosht 0 --- 0
0 0 0o --- 1

Mostre que o conjunto de tais matrizes constitue um sub-
grupo I' € O*(1,n + 1) a l-parametro de isometrias de
S

(b) Mostre que com a ajuda de uma “rotacdo horizontal” | que é
uma isometria de S, pode-se levar qualquer ponto (xg, ) €
S num ponto da forma v = (xg, |x|e;) € S, onde e; =
(1,0,0,...,0). Logo como v € S, pode-se escrever v da
forma v = (cosh s,sinh s e;), para algum s € R.

(¢) Mostre que com a ajuda do subgrupo I" acima pode-se en-
viar v ao ponto (1,0), tomando t = —s.

(d) Conclua que o grupo de isometrias de S age transitiva-
mente em S.



