LISTA 6 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

(1) Considere no espago produto H? X R com Coordenadas (globais)
de? d
(z,9,t), a métrica produto do? = &y i + dt?.
y? y?
(2) Mostre que o comprimento de uma curva suave C parametrizada
por a(7) = (z(7),y(7),t(7)), T € [a,b], é dado por

/i¢f2 ) TR )+ﬂ%)d

Em cada plano t = cst obtemos uma curva numa copia de
H?. Fazendo ¢t = 0, na férmula acima obtemos o comprimento
de uma curva em HZ.

(3) Mostre que as translagdes Euclideanas horizontais: (z,y) —
(x + A, y) e as homotetias oriundas de (0,0): (z,y) — (Az, \y)
sao isometrias positivas de H? que se estendem ao produto
H? x R.

Vamos focar em superficies S neste espaco que sao grdficos
verticais, i.e dadas por uma fungdo z = u(x,y), (z,y) € U,
sendo U C H? x {0} (U aberto).

(a) Dé uma parametrizagdo de S mostrando que

N = (—uny,—uyyz, 1), ¢ um normal
2(1,2 2
1+ vR 4
unitario adaptado.
Agora, assuma que a equacao da curvatura média H do
grafico vertical esta dada por

H 3/9
(P 4 y22) = (14 g2 uyy + (14 520,

— 20 U Uy Uy — Yy (2 + )

(b) Mostre que a equagao da curvatura média é da forma da
divergéncia, podendo ser re-escrita da forma

2H
div Vu =

—
V1+ 92|Vl 4

onde Vu denota o gradiente Euclideano.
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(c) Dado ¢ € R, mostre que o semi-plano Euclideano
t =/lx,y > 0, dd origem a uma familia a 1-parametro de su-
perficies minimas (H = 0) simplesmente conexas (graficos
verticais), “completas”.

(d) Dada H > 0 (constante) satisfazendo 4H?* < 1, mostre que

1/2
oH V1T 27— 1
t= Ay, 0) = —— 1n< Ty ) F /1 2| + 0z (€ #£0)

V1— 4H? VIt 22 +1

¢ um uma familia de gréaficos verticais de curvatura média
constante H (4H* < 1).

(e) Mostre que ¢t = £In (2% +y?), y > 0, define uma familia
de graficos minimos inteiros.

(f) Seja S o gréfico dado por

NVEEY,

Y

; y>0

(i) Mostre que S é um grafico vertical inteiro de cur-
vatura média 1/2.

(ii) Mostre que S ¢é invariante por translagoes horizontais
hiperbdlicas.

(iii) Mostre que a curva de nivel {z = 1} é uma geodésica
e que as curvas de niveis {z = ¢,¢ > 1} sao curvas
equidistantes de H? x {0}.

(g) Seja S dada por

()
T

, y>0,r>0

(i) Mostre que S é uma superficie minimas, invariante
por translagoes hiperbdlicas.

(ii) Mostre que S toma valores oo no semi-eixo positivo
dos y, e toma valores assimptoticos 0 no semi-eixo
positivo dos z.

Vamos ver agora um grafico com H = 1/2 invariante por
rotagoes: Lembre que o circulo hiperbdlico de raio hiperbélico
p centrado no ponto i de H? estd dado por

x = sinh p cos 6

y = sinh p sin @ + cosh p, 0 € 10, 27]

é um circulo Euclideano de centro (0,cosh p) e raio R =
sinh p.
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(h) Seja o grafico dado por

2+ (y +1)?

7y ,

t =

y >0

Mostre que é invariante por rotacoes em torno do eixo ver-
tical ¢, mostrando que ¢ = 2 cosh(p/2) nao depende de .

(i) Tomando como modelo de H?, o modelo do disco de Poincaré
(com coordenadas (u,v), u>*+v? < 1), mostre que a férmula
do gréfico (no produto H? x R) é t = ———. De-

1 —u?—?

senhe neste modelo o grafico.

Vamos olhar agora espaco hiperbélico tridimensional H3.

Seja H* = {(u,v,w) € R* w > 0} munido da métrica

1
— (du? + dv? + dw?)
w

As superficies totalmente umbilicas de H? sao as seguintes:

e Os planos totalmente geodésicos. Estes sao os semi-planos ver-
ticais e as semi-esferas ortogonais a {w = 0}.
e As esferas hiperbdlicas. Sao também esferas Fuclideanas in-
teiramente contidas em H?3.
e As horosferas. As horosferas sao as esferas Euclideanas tan-
gente & {w = 0} e os planos Euclideanos horizontais.
o As superficies equidistantes. Estas sao o lugar dos pontos que
estdao a uma mesma distancia de um plano totalmente geodésico
fixado. Tais superficies sao semi-planos inclinados e calotas
esféricas que fazem um angulo 0 < ¢ < /2 com {w = 0}.
Agora gostariamos de realcar a ligacao entre as superficies
minimas de R? e suas primas em H? : Dada uma imersao con-
forme minima X : U € C — R3, de um dominio simplesmente
conexo U em R3, segue de certo resultado fundamental da geo-
metria, que podemos associar uma imersao conforme de cur-
vatura média 1 em H? (localmente isométrica & minima em R?)
; € vice-versa

Um fato surpreendente é que a superficie associada no espago
hiperbélico tridimensional H? a certo catendide de R? é uma su-
perficie invariante por translacoes Euclideanas horizontais, cuja
curva geradora ja tinha sido estudada por Poleni em 1729. Tal
curva é conhecida como courbe des forgats.

Seja a curva de Poleni v = s — 2tanhs, w = 2/coshs, e

a prima do catendide em H?3. Fazendo translacoes Euclideanas
horizontais na diregao do eixo v, (que sdo isometrias de H?)
obtemos uma superficie de curvatura média 1 de H? associada
(localmente isométrica) a certo catendide de R3.
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(4) Obtenha explicitamente uma parametrizacao desta superficie
em H3, cuja curva geradora é a curva descoberta por Poleni
esbocando o seu grafico.

(5) Lembre que (veja a Lista 2), com a identificagdo do espago
de Heisenberg Nil; com o espaco Euclideano R?, dada pela
parametrizacao global usando a aplicagao exponencial, o pro-
duto de
X1 = (x1,y1,t1) € Xo = (22, Yo, t2) no espago de Heisenberg estéa
dado por

(.Tl,yl,tl)*(xz,yz,t2> = (x1+x2,y1+y2,t1+t2—|— 9 - 9

Lembre ainda que a algebra de Lie, em termos da base canonica
{e1,e2,e3} de R? estd dada por [e1, es] = e3, e [e;,e3] = 0,0 =
1,2. Uma base dos campos de vetores invariantes a esquerda,

9 _yo
or 20t

T1Y2 Iz?h)

em coordenadas exponenciais, estd dada por F; =

0 x0 0
Er= g Tm B T o

FEy, E5 sao chamados de campos horizontais e E3 é chamado
de campo vertical.

Defina uma uma métrica no espaco de Heisenberg Nils (iden-
tificado ¢/ R3), invariante a esquerda, impondo que {e1, e, €3},
seja uma base ortornormal na identidade e que {Ej, Ey, Es},
constitua uma base ortornormal de campos invariantes a es-
querda.

(6) Mostre que a expressao desta métrica (Heisenberg visto como

R3, usando coordenadas exponenciais) estd dada por
2 2 2 1 1 ’
ds® = dz* + dy” + dex — §xdy +dt

(7) Considere o campo de planos em Nily gerado por Ei, Fy. Es-
tude geometricamente este campo ao longo dos eixos, x e v,
respectivamente.

(8) Sejam xg, yo, @ nimeros reais fixados. Mostre que as aplicagoes

Loy — Yox
2
(x,y,t) — (cosBx — sin Oy, sin Ox + cos Oy, t)

(Q?,y,t) = <x+x07y+y07t+t0+

sao isometrias de Nils. Dé uma interpretacao geométrica.

(9) Considere os campos V; = (1,0,%) e V5 = (0,1, —5) com fluxos
¢: e 1y, respectivamente. Mostre que V; e V5 sao campos de
Killing, ou seja os fluxos ¢; e 1); sao isometrias de Nilz. Tais
isometrias sao chamadas de translacoes horizontais. Mostre
que F3 é também um campo de killing gerando “translagoes
verticais”.
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(10) Seja S um grafico vertical, i.e S é o gréfico de uma fungao
t = f(z,y), (r,y) € U (U aberto do plano zy). Dé uma
parametrizacao de S e mostre que o normal unitario estd dado

(~Ufe+ DB~ (fy~ 5B+ 2)

Vit (et + (- 3)°
(11) Assuma que a equagao da superficie minima estéd dada por

(14 Uy = 50) for =20y = )+ Dy + (14 (e +2)) fry =0

(a) Mostre que a equagao acima pode ser reescrita da forma

por N =

()

onde Y :=Vf+ (4, —3).

x
(b) Mostre que t = Ty’ determina um grafico minimo inteiro

invariante por um grupo a l-parametro de translagoes hor-
izontais.



