LISTA 7 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

(1) Considere D o disco de Poincaré.
(a) Mostre a identidade
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Conclua que as quantidades
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sao invariante conforme de D ( z,w € D) (ou seja invari-
antes por mapeamentos conformes).
(b) Mostre que
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Assuma o teorema de Schwarz-Pick:
Seja f uma aplicacao holomorfa de D em D e sejam wy, wo, w € D.
Tem-se que:

| f(wi) — f(ws) | - | wy — ws |
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| f(w) | 1
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Além disso, se f é transformacao conforme de D, (1) e (2)
sao igualdades. Reciprocamente, se temos a igualdade em
(1) para um par (wy,ws) com w; # wsy, ou se (2) é uma
igualdade em um ponto, entao f est une tranformation
conforme de D.

(¢) Deduza que uma aplicagao holomorfa de D em D, que nao é
um mapeamento conforme, encurta (diminue) estritamente
a distancia hiperbdlica, o comprimento hiperbdlico e a area
hiperbdlica.
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(d) Sejam M e N duas superficies de Riemann munidas da
métrica hiperbdlica obtida no item anterior (ou seja, o reco-
brimento conforme de ambas superficies é o disco unitario
D). Assuma primeiro que ambas M e N sejam simples-
mente conexas. Mostre que se f : M — N é uma aplicagao
holomorfa da superficie de Riemann M na superficie de
Riemann N que nao é uma equivaléncia conforme entao f
encolhe estritamente o comprimento das curvas. No caso
geral demonstre o seguinte: Ou bem, f : M — N é uma
isometria local na métrica hiperbdlica e uma aplicacao de
recobrimento, ou bem f : M — N encolhe estritamente o
comprimento das curvas.

(2) Mostre com todos os detalhes que C nao admite uma métrica
completa ds® := p*(z)|dz|? com curvatura de Gauss K = —1.
Sugestao : Raciocine por absurdo, supondo que C admite uma
métrica com K = —1QRMostre primeiramente que a métrica
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aberta de raio R, digamos Dg, centrada na origem com cur-
vatura de Gauss identicamente igual a —1. Em seguida mostre
que log A — log p admite um minimo global em Dg. Deduza que

A = p em Dg, inferindo dai o resultado desejado.

(3) (A ultramétrica de Ahlfors) Geralmente uma métrica Rieman-
niana é dada em “coordenadas isotérmicas z = x + iy” (ou con-
forme) na seguinte forma

ds? = p*(dz?® + dy?)

é uma métrica completa na bola

onde p > 0 e ds é conforme a métrica Euclideana. A quantidade

Nlogp
K(p):_ P2 ) pGCQ

¢ a bem conhecida curvatura de Gauss da métrica. Ja vimos
que a curvatura de Gauss da métrica hiperbdlica é —1, e que

K =1 para a esfera unitdria em R3.

(a) Mostre que K(p) é um invariante conforme. Mais precisa-
mente, dada uma aplicagdo conforme w = f(z), define-
se p(w) obrigando que p|dz| = p|dw|, ou mais explicita-
mente, p(z) = p(f(2))]/'(2)]-

Doravante condideraremos a métrica hiperbdlica em D de-
notada por \(z)|dz|, isto é A(z) = 2/(1 — |z]?).

(b) Mostre que se p satisfaz K(p) < —1 em D, entao A(z) >
p(z) para todo z € D. Sugestdo : Assuma primeiramente
que p tem extensao continua e estritamente positiva ao
disco fechado, e em seguida reduza a situacao geral a este
caso.
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(¢) Uma métrica p|dz|, p = 0 é chamada de ultramétrica num
dominio €2 se tem as seguintes propriedades:

e p ¢ semi-continua superiormente.

e Para cada zy € 2 com p(zp) > 0 existe uma “métrica
suporte” po de classe C? numa vizinhanca V' de 2, tal
que Alog pg > pg e p = po em V, com p(z) = po(z0)-
Note que log A — log p é semi-continua inferiormente,
a existéncia de um minimo no raciocinio acima esta
assegurada. Tal minimo serd também um minimo
local de log A —log py, € o resto do raciocinio se aplica
como antes. A desigualdade A(z) > p(z) pode ser
verificada sempre que p ¢é ultramétrica. Mostre a
seguinte versao forte do lema de Schwarz:

(d) Seja f uma fungao analitica de D em uma regiao {2 na qual
estd dada uma métrica ultrahiperbdlica p. Mostre que
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Observe que a quantidade da esquerda é uma métrica ul-
trahiperbdlica em D, os zeros de f’(z) sdo as singularidades
desta métrica. Vocé saberia dar exemplos de métricas ul-
trahiperbdlicas em D ?



