LISTA 8 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

(1) Lembre que (veja a Lista 6), da identificagdo do espago de
Heisenberg Nil3 com o espaco Euclideano R?, dada pela parametrizacao
global usando a aplicagao exponencial. Lembre também que na
métrica do espaco de Heisenberg Nils, uma base ortornormal
dos campos de vetores invariantes a esquerda, em coordenadas

0 wyo 0 x0
exponenciais, esta dada por B4 = — — = —, =—+—-——ec¢e
P PO L= e " 2o ™ " oy 20

0
Ey = —.
FE4, E5 sao chamados de campos horizontais e E3 é chamado
de campo vertical.
Lembre ainda que a expressao desta métrica (Heisenberg visto
como R? usando coordenadas exponenciais) estd dada por

1 1 ?
ds? = da® + dy* + (éydx — §xdy + dt)

Seja V a conexao de Nils.

(a) Mostre que

— = 0 = 1
VElEl - O EQEl = —2—& VﬁEl = —§E2
ot
_ B, _ — 1
vE1E2 - 2_825 VE2E2 - 0 VQEQ == §E1
ot
= 0 1 = 0 1 = 0
ot

Sugestdo: Demonstre antes que [Ey, Es] = 2, [Ey, 2] = 0, [Ey, 2] = 0.

(b) Seja X(z,y) = (x,y, f(x,y)) a parametrizagdo global de
um gréafico vertical dado por uma funcao t = f(z,y) definida
num dominio €. Calcule o referencial adaptado {X,, X,}
em termos do referencial { Fy, Fs, %}. Calcule os coeficientes
da primeira forma fundamental gq1, g12, g22 da imersao. Seja

—(fo + H)E, — — VB, + 2
_ ( (fo + 5B — (fy —3) 2+3t), normal unitdrio
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(veja a Lista 6). Calcule também os coeficientes da segunda
forma fundamental b1, = (—Vx, N, X;),ba2 = (=Vx, N, X,),
bis = (—=Vx, N, X,). Seja H = H(N) a curvatura média.
Usando a férmula cléssica

g11b11 + ga2baz — 2g12b12

2H = 5
g11922 — 912

Deduza a equacao da curvatura média. Em particular,
obtenha a equacao do grafico minimo no espago de Heisen-
berg dada na Lista 6.

(2) Novamente, considere o espago produto MIx R munido da métrica

produto (M é uma variedade Riemanniana (superficie) de di-
mensao 2) . Assim (z,y,t) sdo coordenadas locais em M x R
(z = x + iy sdo cordenadas conformes (ou isotérmicas) em M e
t é a coordenada usual de R). Seja Q@ C C um dominio e seja
X: QP MxR, wr (h(w), f(w)),
w = u+iv,u,v € R uma imersdo de Q em M x R (imagina
h(Q2) C V). Diz-se que h(w) é a componente horizontal e que
f(w) é a componente vertical. Seja 9, := adw,@ ay,at . 8t’
o referencial local do espago tangente, onde Oz, 0y ¢ um referen-
cial do plano tangente a M adaptado a f e 0; é o campo vertical
canodnico tangente a “reta” t — (x,t),* € M.

Relembre a notagao complexa: Se g é uma fungao suave difer-
enciavel (complexa) em €2 entdo, define-se os operadores (com-
PIex0s) gu == L (gu — igy) , © g == L (gu +ig0)

(a) Seja V a conexao Riemanniana de M x R. Mostre que:

Vo, 0 = 220, — 229,

x

ag g
Oy o
Vayay - _;833 + ;yay
Vo, 00 = V.0, = 220, + 20,
o o

Vo, 00 = V,00 = Vo,0, = Vi, 0y = V,0, = 0
(b) Seja X : Q@+ M x Ryw +— (h(w), f(w)),w = u+iv €
uma imersao de um dominio €2 C C em M x R. Mostre que
Vi, X, = (%hw + ((Rha)? = (Shy)?) ﬁ + QS%hU%hu%) 0,
(Jhuu—i— ((Sha)? — (Rh,, ) )@ +2§RhuShu%> 0y + fuuds
- (mhuu + (ho + h@)2 t+ (o + Fog)’ 2) 0,

n (%huu—i(hw+h@)2%+i(ﬁw+ﬁ Y "Z)a ¥ fon



LISTA 8 3
Ve, Xy = (Rhoy + ((R0,)? = (Sh,)?) oy zmv%hv%) 0,

+ (%hvv + ((%hv)z - (%hvy) % + 2%}%%}%%) 83/ + fvvat

_ - N Y
= (Rl = (hoy = P Z = (i~ Toa)” Z ) 0,
o (Shuw 4 (= haf Z =i (g = ) =) By + fou 0

Vi, Xy = Vi, Xy = (éRhm, + (RhoRhy — ShaSh )— + (RhuShy + ShRh,) 2 ) 9,

n (%hw + (RhuShy + ShaRhy) 22 4 (SheShy — RhaRhy) —) 9,
o o
+ fuvat
= (Rhaw +1 (02 = 12) = +i (B, = ) =) 0
o
2 2 —2 —2 Oz
- (Shu + (12— 12 ) Z o (he =) Z) 0y + fun
o o
Sugestao: Calcule Vx, X, Vx, X, e Vx, Xy, em termos das
derivadas das componentes horizontal h e vertical f. Use a
terminologia complexa para obter as identidades pedidas.
(c) Assuma que X : Q@ & M x Ryw — (h(w), f(w)),w €
() é uma imersao conforme com métrica induzii@ ds? =

p?| dwl|?. Mostre que o vetor curvatura média H é dado
por

2 77 O 0
21> H = 4R <hw@ + 2—hwh@) 0,44 (hm + 2—hwh@> 0, +/\f 0,
o o
Sugestao: Observe que
(o9 — — Oz
Vi, Xy + Vi, X, = (a%huu + R, + 4huh == + 4kl —) d,
<Shuu+Shw ihhey == 4 il )a + AL,
— 4R (hm + 22%%) 0, + 43 (hm + 2—hwhw) 0, + Af O,
o o
Observagao:
Dizemos que uma aplicacao
h:QcC — (Mo?dz|?),w — h(w) é harmonica, se

satizfaz
hw@ + 22hwh@ — O (1)
g

Associamos a tal aplicacao harmonica h : Q C C — M,
uma diferencial holomorfa quadrética, chamada diferential
de Hopf, dada por

dldw|?* = (oh)? hyhy|dw!?
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(d) Mostre que, usando diferenciagao complexa e regra da cadeia,
tem-se que

b = (00h)? k@;(hww—%ggfhwhw>-+ihu<hww—%ggfhwhw>]
g g

(3)

Conclua: ¢ is holomorphic, se h is uma aplicacao harmonica.

Seja (M, g) uma variedade Riemaniana de dimensao n e seja
f:R — (0,00) um fungao suave. Em M x R vamos definir
a métrica gp(xq,...,x,) := dt* + f3(t) g(z1,...,x,). Note que
tal métrica ndo é a métrica produto (a menos que f = 1). O
espaco M x R (ou M x;R) é chamado de warped product.
(a) Exiba exemplos nao triviais de tais espagos.
(b) Mostre que as “retas verticais” (z1,...,x,) = cte) sdo
geodésicas (“verticais”).
(c) Dé condigoes suficientes gerais para que as geodésicas de
M sejam geodésicas “horizontais” de M x R. Seja V a

(i) Vo 5 =0.
t

v/ d _ T 9 _ f o
) Vo o =V o= Fom
TN o _ _f 0 o)
(iii) V%a—%——7gij§+vai%%j.

Sejam M uma variedade Riemanniana e X € X(M). Seja p €

M e sejam U C M uma vizinhanga de p, e ¢ : (—e,e) xU — M

uma aplicacao diferenciavel tais que para todo p € U a curva

t — ¢(t,q) é a trajetéria de X passando por g em t = 0. X

é chamado de campo de Killing se, para todo ty € (—¢,¢), a

aplicacao ¢(to,.): U C M — M é uma isometria. Mostre que

(a) Um campo linear em R", definido por uma matriz A é um
campo de Killing se e s6 se A é anti-simétrica.

(b) Exiba campos de Killing variados nos seguintes espagos:
H", S™ e no espago de Heisenberg Nils.

(c) Seja X um campo de Killing em M, p € M, e U uma viz-
inhanga normal de p em M (i.e exp, é um difeomorfismo
em uma vizinhanca da origem em T,M e exp,V = U).
Admita que p é o unico ponto de U que satisfaz X (p) = 0.
Entao, em U, X é tangente as esferas geodésicas centradas
em p (i.e se B.(0) é tal que B.(0) C V, onde V est4
dada na definicao acima da vizinhanca normal, chama-
se exp, B(0) de bola geodésica ou mormal e sua fronteira,
pelo lema de Gauss, é uma hipersuperficie em M ortogo-
nal as geodésicas que partem de p que é chamada de esfera
geodésica ou normal ).

(d) X ¢é de Killing & (VyX,Z) + (VzX,Y) = 0 para todo
Y. Z € X(M), onde V ¢é a conexao Riemaniana de M.
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Sugestao: Por continuidade, basta mostrar a equagao acima
para pontos g € U onde X(q) # 0. Sendo assim, supondo

X(q) # 0, mostre que existem coordenadas w1, ..., %, 1,t
em uma vizinhanca W C U de p tal que X = — e
Z1,...,T,_1 Sa0 coordenadas de uma subvariedade S de

codimensao 1 de W passando por ¢ ortogonal a X(q).

Mostre a equacao de Killing acima para X; =

1,....,n—1.

Seja X um campo de Killing em M com X(p) # 0,q €
M. Entao existe um sistema de coordenadas x4, ...,x, em
uma vizinhanca de ¢, de modo que os coeficientes g;; da
primeira forma fundamental neste sistema de coordenadas
nao dependem de z,,.

722

O,

(5) Consider o espago de Lorentz L% = {zg, 71, ..., T, 1} munido
da métrica pseudo-Riemanniana ds* = dzf+dai+- - —da? ;.

(a)

Mostre que existe uma tnica conexao afim em £ ( i.e sat-
isfazendo as propriedades de linearidade e produto) que
é compativel com a métrica pseudo-Riemanniana de L e
que é simétrica. Calcule os simbolos de Christoffel desta
métrica pseudo-Riemanniana, mostrando que a conexao é
a mesma que a Euclideana.

Seja X € H"™ e sejav € TxH" ™, onde H"™! 6 modelo de
Minkowski do espaco hiperbdlico. Mostre que a geodésica
Unica que passa por X tangente ao vetor unitario v é dada
por 7y(t) = cosh tX + sinh tv.

Considere H"*! 0 modelo de Minkowski do espaco hiperbélico

(Veja item 3) acima). Seja p um inteiro positivo menor que
n + 1 Considere f definida em £ por

FX)=—ad— - —a2  +ad ol

()

(e)
(f)

Seja f a funcao suave definida em H por f = f ‘HHH .
Mostre que ||V f||* = —4 + 4f%. Sugestdo : Lembre-se que

X = (zg,...,Tp, Tpy1) ¢ normal & H"™ em L. Mostre que
Vi=Vf-2fX equeVf(X)=2(—x0,...,—Tp, Tpt1,---,Tn, —Tni1)-
Mostre que

Af=0C2n+4)f+2(n+2—2p)

Sugestao : Mostre que vny: 2(=Y0, - s —Yp—1, Yp> Ypt1s - - -

Conclua que VxVf = V. Logo,infira que < VxV/f, X >=
2f. Deduza também que Af = 2(n+ 2 — 2p). Em seguida,
tome um referencial em X € H"™ {ey, ..., e,, X}, tal que
{eo,...,en,} ¢ um referencial ortornormal de H"*!, para
fazer os célculos.

sy Yns _yn+1)'



PROFESSOR RICARDO SA EARP

(6) Imite o exercicio anterior, exibindo exemplos andlogos na esfera

S
(7) Seja M = {X € R™;|X| < 1} a bola unitdria munida da
4|dX|?
métrica (hiperbdlica) ds* = ﬁ, mostre que

n+1 b rd
A= (1-r? <Z ] 3 8r>
para constantes a, b; onde r = \X! Calcule a e b.

(8) Mostre o seguinte teorema devido a E. Hopf: Seja M uma var-
iedade Riemanniana orientavel compacta ( sem bordo) e conexa.
Seja f uma funcao suave em M com Af > 0. Mostre que
f = const.. Sugest ao: Aplique o teorema da divergéncia duas
vezes, primeiramente a A f, em seguida a A f?. Conclua:

(a) Seja X : M — M uma imersdo isométrica de uma var-
iedade compacta (sem bordo) M de dimensao n em uma
variedade M de dimensdo n+ 1. Sejam f, g funcoes suaves
e Y um campo suave em M. Mostre que
divf-Y =f-divY +(Vf,Y), onde V é o gradiente sobre
M e div é a divergéncia sobre M.

Mostre que A(f-g) = f-Dg+g-Af+2(Vf,Vg), onde
A é o Laplaciano sobre M.
Mostre que

[ 729+ (V1.9ghax <0
M
se M = R entao deduza daf a férmula de Minkowski
/ (14 H((X, NY)dM =0
M

onde N é um campo de vetores normal unitario a M e H
é a curvatura média calculada com respeito a N.



