LISTA 9 DE GEOMETRIA RIEMANNIANA 2007

RICARDO SA EARP

Vamos tratar e rever a Geometria Diferencial das curvas e superficies
de R3. Voceé esta aconselhado a fazer as devidas analogias com curvas
e superficies de H?. Seja S uma superficie imersa em R? orientada por
um campo de vetores normais unitarios N. Seja v uma curva regular
em S parametrizada pelo comprimento de arco s. Seja v"(s) o vetor
aceleracio ( ou curvatura) da curva v em R3. A componente tangencial
de v"(s), denotada por

D~'(s)
ds

¢ chamada de vetor curvatura da curva v em S.

Lembremos que uma curva regular v na superficie orientada S admite
um vetor canéonico normal unitario 1 ao longo de v definido como segue:
Seja 1 o campo normal unitario ao longo de v de modo que {7/(s),n(s)}
(nesta ordem) determina a orientagao de TS, do plano tangente a
S em 7(s). Ou seja v(s) := N((s)) estd dado por

v(s) =7(s) x n(s)

A curvatura geodésica, denotada por k,, estd definida como sendo a
componente do vetor curvatura na direcao n pela férmula

DT (s

D~'(s
Note que % -v'(s) = 0.
s
Lembre que a curvatura normal ky, a curvatura geodésica k,; e a
curvatura da curva k de vy satisfazem

2 2 2
k2 = k2 + k2

(1) Verifique a férmula acima num paralelo da esfera S?.
Suponha que v(0) =p € S e que 7/(0) =v € T,,S.
(2) Mostre que se v é um vetor assimptético, entao ou a curvatura
k de 7 se anula em s = 0 ou n’ é ortogonal & N(p), onde n’
¢ o unitario na dire¢ao de v”(s).
1
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(3) Mostre que se uma curva regular v nao é parametrizada pelo
comprimento de arco entao

AP (CLORO)
[y (£)1?

Vamos agora considerar o referencial de Darboux em vez do
mais conhecido referencial de Frenet: Dada v uma curva em S
parametrizada pelo comprimento de arco s considere

T(s)=9'(s),  m(s),  v(s)=T(s) xn(s) = N(v(s))

De fato, observe que

_ DN(4(s)
ds

(4) Mostre que existe uma fungao 7,(s), chamada de tor¢ao geodésica,
tal que

em s=20

v/ (0)

~

'(s)
' (s)
V'(s)
Note que como ¢/(0) depende apenas de T'(0), a terceira equagao
acima mostra que Ky (o que ja sabiamos de antemao ) e 7,
dependem apenas de T'; podemos escrever que ky = ky(v) e
7, = T4(v), para v unitdrio tangente.
(a) Deduza das equagoes acima que se {v, w}, v = 4'(0), é uma
base ortornormal, positivamente orientada, de 7,5 entao
kn(v) = —=D,N(v)-v=1I1I(v,v)
7,(v) = —=Dp,N(v) - w = I1(v,w)
Aproveite o ensejo para re-demonstrar a relagao de Euler
(b) Mostre que se ej,eys € 1,5 sdo diregdes principais com
{e1, 2} uma base ortornormal positivamente orientada, se

6 é o angulo orientado que o vetor unitario v, a partir de
e1, faz com e, entao

kn(v) = ki cos? 0 + kysin® 6

onde ki, ko 820 as curvaturas principais de S em p.
(c) Com as notagoes do item b) logo acima mostre que

7,(v) = (kg — k1) sin 6 cos 6

Sugestao : Considere a equacao obtida acima no item an-
terior

7,(v) = —D,N(v)-w = Il(v,w).

= kgT] + k?Nl/
= —k,T + T4V
= —kNT — TgM
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Deduza que v ¢ uma linha de curvatura, sse 7, = 0.
Dizemos que v é uma geodésica se

Dv'(s) _
— =0
ds

Segue das propriedades das geodésicas como veremos breve-
mente, a definicao geométrica alternativa:“ Geodésicas sao
curvas que minimizam localmente o comprimento de arco”,
como j4 vimos explicitamente no modelo da esfera S? (K =
1) e no modelo do plano hiperbdlico H?.
Mostre que v é uma geodésica, sse k;, = 0. (ou ainda, sse,
n’ quando definido é ortogonal & S.)
Mostre que os meridianos de uma superficie de revolugao
sao geodésicas. Quais as condi¢Oes para que um paralelo
seja uma geodésica 7 Dé condigoes analiticas e geométricas.
Determine todas as geodésicas no cilindro circular reto,
tanto de um ponto de vista analitico quanto de um ponto
de vista geométrico. Aproveite o ensejo e determine o tipo
conforme do cilindro circular reto e do semi-cilindro circu-
lar reto. Encontre ou descreva um cilindro topologicamente
equivalente ao cilindro circular reto, mas que nao seja con-
formemente equivalente a este.
Mostre que uma geodésica plana que nao seja uma reta é
uma linha de curvatura.
Mostre que uma geodésica que ¢ linha de curvatura é uma
curva plana.

Mostre que uma reta numa superficie S é uma linha as-
simptdtica; conclua que a curvatura de Gauss satisfaz K <
0 ao longo de qualquer reta contida em S. Mostre que
K = 0 ao longo da reta, sse o normal N é constante ao
longo da reta.
Determine as equacoes de Clairaut para as geodésicas de
uma superficie de revolugao e estude o comportamento das
geodésicas das seguintes superficies:

e cone
paraboldide
catendide
elipsoide
onduldide gerado por uma sindide (ex: y = sinz, o
espago de orbita é o plano yz e o eixo de revolucao é
0 €ixo 2).
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Mostre o teorema de Beltrami-Enneper: Se v é uma curva as-
simptética com v(0) = p e k(0) # 0, entao

7(0)] = v =K (p)

além disso, mostre que se k(p) < 0, e as duas curvas asimptoticas
distintas em p tém curvatura diferente de zero em p, entao suas
torgoes em p sao iguais e de sinais contrarios. Sugestao : Param-
etrize v pelo comprimento de arco. Mostre que 7 é tangente
aSemp,eassim N=b=T x n . Mostre que

—DN(T(s)) = =b'(s) = —7(s)- 0’

Veja que a matriz do operador de Weingarten —DN : 1,5 —
T,S com respeito a base ortornormal {T(0), 7’(0)} deve ter
zero na diagonal principal e —7(0) na outra diagonal. Conclua
que K(p) = —7(0)% Para completar a demonstragao ( e re-
obter a férmula pedida) use a relacao de Euler obtida no item
2) b) e a férmula obtida no item 2) c) .

Demonstre o seguinte teorema de Terquem-Joachimsthal: Se =y
é uma curva na intersecao de duas superficies 57, S5 que é uma
linha de curvatura de Si; entao v é uma linha de curvatura de

Sy, sse S1 e Sy se interceptam num angulo constante ao longo

de 7.

(a) Aplique o teorema para demonstrar que os meridianos sao
linhas de curvatura de uma superficie de revolucao .

(b) Aplique o teorema para mostrar que v é uma linha de cur-
vatura plana de S, sse a imagem esférica pela aplicacao
normal de Gauss N oy descreve uma circunferéncia.

Agora vamos tratar de propriedades geométricas de certas su-
perficies de R3.

Considere as superficies abaixo:

(a) Estude o comportamento da curvatura de Gauss K quando
22 + 92 —;:oo, onde S esta dada por

c = 1.2 + y2 + 2

(b) (sela de macaco) Calcule os coeficientes da segunda forma
fundamental e mostre que a curvatura média e de Gauss
se anulam na origem:

z = 13 — 3zy?

(¢) (pseudo-esfera) Considere S, a superficie (pseudo-esfera)
obtida pela revolucao da parte da tractrix contida no primeiro
quadrante aberto, em torno do eixo-y. Mostre que a cur-
vatura de Gauss K de S é identicamente igual a —1.



LISTA 9 5

(8) Investigue e classifique as superficies de revolucao de curvatura
de Gauss K = +1, fazendo uma andlise geométrica de suas
curvas geratrizes.

(9) Considere a (superficie minima de Enneper)

u? v3
X(u,v) = <u— 3 +uv? v — 5 + vu?, u? —v2> u,v € R.

(a) Mostre que os coeficientes da primeira forma fundamental
sao dados por £ = G = (1 +u? +v?)?, F = 0, e mostre
que Enneper é completa.

(b) Mostre que a superficie minima de Enneper é globalmente
conforme a C, logo simplesmente conexa.

(c) Calcule os coeficientes da segunda forma fundamental de
Enneper.

(d) Mostre que a superficie minima de Enneper é de fato minima,
isto é de curvatura média H =0 .

(e) Vocé saberia mostrar que as linhas de curvatura de En-
neper sao curvas planas ?

(10) Mostre que o helicéide (veja item 10) logo abaixo) é globalment
conforme a C.

(a) Mostre que as linhas coordenadas do helicdide sao lin-
has assimptoticas. Mostre que as linhas assimptéticas do
helicéide sao retas e hélices circulares. Sera que as linhas
coordenadas sao geodésicas 7 Estude o comportamento do
normal unitario /N ao helicéide ao longo das retas.

(b) Mostre que o helicide é uma superficie minima.

(c) Calcule a curvatura de Gauss do helicéide.

(d) Mostre que as linhas de curvatura do helicéide sao hélices
logaritmicas.

(11) Considere a familia catendide-helicéide, denotada Fy. abaixo
(Vocé nao precisa fazer os itens feitos por vocé num lista ante-
rior).

2y =cosf-C(u,v) +sinf - H(u,v) 6 € [0,2m)

onde C(u,v) = (acoshwvcosu,acoshvsinu, av) e

H(u,v) = (—asinhvsinu,asinhv cosu, —au), 0 < u < 27, —00 <
v < 00, sdo parametrizagoes (locais) do catendide e do helicdide,
respectivamente ( Explique isto !).

(a) Mostre que Fp é uma familia a 1-parametro de superficies
helicoidais cujo passo depende de 6 ( Claro que para 6 = 0
obtemos o catendide), ligando uma parte do catendide a
uma parte do helicéide.
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(b) Mostre Fy é uma familia a 1-parametro de superficies minimas

isométricas, ligando uma parte do catendide a uma parte
do helicéide. Dizemos que Z5, 0 € (0,27) é uma superficie
associada ao catendide (helicéide).

(¢) Conclua que o catendide e o helicéide sao localmente isométricos

e, por uma isometria local, geodésicas no catendide sao lev-
adas em geodésicas no helicdide ( Veja figuras no livro do
prof. Manfredo, ou desenhe-as usando o Maple ou o Math-
ematica ).

(d) Mostre que as linhas assimptéticas do catendide sao hélices
logaritmicas.

Vamos continuar o nosso estudo sobre superficies de R3. Va-
mos explorar certas superficies especiais, tais como superficies
minimas, superficies de curvatura média constante. Vamos ex-
plorar e aplicar conceitos importantes tais como equagoes das
geodésicas, fluxo, férmula do fluxo, principio do maximo, dentre
outros. Vamos aplicar as equacoes de compatibilidade; equacao
de curvatura de Gauss e equacao de Codazzi-Mainardi.

Vocé deve fazer um paralelo comparativo com as superficies de
H? para entender os conceitos, as férmulas, os resultados que
continuam validos quando o ambiente é o espago hiperbdlico.

Primeiramente vamos fazer uma incursao pelas superficies de

R3, tomando parametros isotérmicos, obtendo com esta ajuda
alguns conceitos, férmulas e resultados fundamentais da ge-
ometria das imersoes . Considere S uma superficie imersa em
R3. Considere z = u + v coordenadas isotérmicas locais em
uma vizinhanca de um ponto p € S;isto é, E = G e F' = 0,
onde F, F, G, sao os coeficientes da primeira forma fundamen-
tal, relativos a uma parametriza¢ao conforme X (z). Vamos de-
notar também E = A2. Sejam [,m,n, os coeficientes da se-
gunda forma fundamental (Na notacao proposta em sala de
aula e = I, f = m,g = n). Vamos denotar {X;, X} o referen-
cial local adaptado a X em p. Usaremos também a notagao X,
para designar X; e X, para designar Xs.
O gradiente, a divergéncia e o Laplaciano. Seja f : S — R uma
funcao real suave definida em S. Define-se o gradiente de f,
denotado por V f como sendo o campo de vetores tangentes a
S satisfazendo

Vf-v=dfy(v)

onde v ¢ tangente a S em p, isto é v € T},S.
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(13) Mostre que

Ju Jo

T Xut X
onde cometemos o abuso de notagao usual identificando f(u,v)
com f o X(u,v).

(14) Define-se a divergéncia de um campo Y de vetores tangentes a
S (i. eY(p) € T,S), denotada por div, como sendo o trago da
aplicacao Z — DY, onde Z é um campo de vetores tangentes
a S, e D éa conexao Riemanniana de S. Ou seja,

Vf=

divY =tr(Z — DzY)
(15) Mostre
0 0

divy = %<% (Y-Xu)+%(Y-Xv))

(16) Define-se o Laplaciano de uma fungao real suave f definida em
S, denotado por Af, como sendo

Af=divVf
(17) Mostre

L (0%f(u,v)  O*f(u,v)
AJp) = E( ou? ov? )
onde cometemos o abuso de notagao identificando f(u,v) com
fo X(u,v).

(18) Mostre que os conceitos de gradiente, divergéncia e Laplaciano
pertence a geometria intrinseca das superficies, ou seja depen-
dem apenas da primeira forma fundamental e podem por isto
ser definidos numa superficie Riemanniana qualquer. Assim o
Laplaciano definido acima é também chamado de Laplaciano
Riemanniano.

(19) Consideremos S munida de sua estrutura de superficie de Rie-
mann (induzida pela métrica de S). Seja f : M — R uma
funcao real suave. o Laplaciano conforme relativo a coordenada
conforme z esta definido como

Azf = fuu+fvv

(20) Mostre que a definigao de Laplaciano conforme depende da
coordenada isotérmica z, uma funcao mas a nocao de f ser
harmonica na superficie de Riemann nao depende. Além disso
mostre que esta nocao de harmonicidade é a mesma considerando
o Laplaciano Riemanniano definido no item anterior.
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Um importante teorema da Geometria é o teorema da di-
vergéncia: Seja S uma superficie Riemanniana suave e seja Y
um campo suave de vetores tangentes a S. O teorema da di-
vergéncia (intrinseco) diz o seguinte

/dideA:—/Y-nds

S as
onde dA = VEG — F?2dudv é o elemento de drea de S, 95 é

o bordo de S, ds é o elemento comprimento de arco de 0S5, e n
é o vetor co-normal interior ao longo de 0S (n é tangente a S,
normal a 95, apontando para dentro de .S).

Considere X como sendo o vetor posicao de uma superficie ori-
entada S em R3, por um campo de vetores normais unitérios
N ao longo de S. Suponha que 9S seja uma curva (regular)
simples fechada ~ contida no plano-zry, de modo que v = 9D
onde D C R? é um dominio de Jordan. Suponha que S U D é
um ciclo orientdavel, de modo que SU D = 9V, onde V é um
“sélido ” de R3, e o teorema da divergéncia se aplica (Faca uma
figura !). Seja Ags o Laplaciano usual de R3. Mostre que

6v01(V)+2/X-NdA:O
S

Sugestao : Aplique corretamente o teorema da divergéncia (em
R3) Mostre que

AX|?=444HX -N

Aplique agora o teorema da divergéncia em S mostrando que

/A|X|2dA: —2 [ X-nds
’ oS

onde 7 é o co-normal interior ao longo do bordo de S.

(23) Levando em conta os resultados obtidos nos itens anteriores

deduza que

4 4rea(S) +4H/X-NdA_ —2 [ X-nds
oS
S

(24) Juntando os resultados obtidos nos itens anteriores infira

24rea(S) =6Hvol(M) — [ X -nds
a8
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(Fluxo numa superficie minima). Suponha agora que S seja
uma superficie minima em R?, orientada por um campo de ve-
tores normal unitdrio N ao longo de S. Seja v o co-normal
exterior ao longo de 95.

Seja W um campo de vetores suaves em R3. Considere a
componente tangencial W7 de W, ou seja a projecao ortogonal
de W no plano tangente a S. Mostre que

Wr=W —(W-N)N

Seja v um campo constante em R®. Mostre que v! é o gradi-
ente de uma funcao harmonica que é a restricao a S de uma
funcao linear em R3. Sugestdo : Voceé vai precisar do fato que
as coordenadas dos pontos de uma superficie minima em R?
em parametros isotérmicos sao funcoes harmonicas: Veja logo
adiante. Mostre ainda que segue do teorema da divergéncia a
seguinte equagao vetorial

/ vds=0
a8

Conclua que para curvas fechadas v, tem-se que fw vds, é um
invariante de homologia.
O fluxo ao longo de v esta definido pela quantidade

Fluxo([v]) ZI/VdS

vy

e Considere uma superficie de revolucao com eixo z e curva
geradora C' contida no plano yz, parametrizada por
(r(t),t),t € I C R. Considere a porgao da superficie entre
os planos horizontais z = t1,z = t3, cujo bordo consiste
de dois circulos horizontais de raios r(t1) e r(t3), respec-
tivamente. Seja v = (0,0,1) o vetor vertical canonico.
Calcule o fluxo vertical e obtenha a seguinte equagao difer-

1
V142
catenoide.

Nota: Lembremos que a curvatura de Gauss K de uma su-
perficie minima S é sempre nao positiva. A curvatura total
denotada por C'(S) estd definida por

cwy:/KdA
S

encial r(t) = cte. Conclua que a superficie é um

Um resultado interessante é o seguinte: Se uma superficie minima
completa mergulhada de curvatura total finita em R3, tem fluxo
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vertical (i. e o fluxo, Fluxo([y]), é um vetor vertical para toda
curva fechada v C S), entdao S é o plano o catenéide. Nota: A
curvatura total pode ser interpretada como a imagem esférica da
aplicacao normal de Gauss. De modo que quando a curvatura
total ¢é finita vale a seguinte férmula:

C(S) = —4mn

onde n é o grau da aplicagao normal de Gauss. Quando a cur-
vatura total é finita segue de um teorema de Huber que S é
conformemente equivalente a uma superficie de Riemann com-
pacta S de género g, removido um conjunto finito de pontos,
chamados puncture. Os dados meromorfos (g, fdz) se esten-
dem meromorficamente & S (Teorema de Osserman).

(27) Mostre que em parametros isotérmicas z = u-+1iv, tem-se que: A
curvatura média H e a curvatura de Gauss K de uma superficie
S imersa em R? sao dados por

_l+n In — m?

o ¢ NTTE
Idem para uma superficie S imersa em H?3.

(28) Deduza que equagdo das linhas de curvatura via o método
dos multiplicadores de Lagrange, e infira que em coordenadas

isotérmicas a equacao das linhas de curvatura é dada por

—mdu®+ (I —n)dudv +mdv* =0

(29) Mostre as equagoes de Codazzi-Mainardi:

E,
Ly — my, = 2E(l+n)

" 92F

My — Ny = (l+mn)

Conclua
(30) As equagoes de Codazzi-Mainardi podem ser escritas como

l_
(57, o=

(l_—”) —m, = —EH,
2 v

Sugestao : Parta dos termos a esquerda das equagoes propostas
substituindo os termos pelas defini¢oes , em seguide use o fato
de que N é normal unitario, X, e X, tangentes ortogonais e
de mesmo médulo, aplicando simetria e compatibilidade com a
métrica, para chegar ao resultado desejado.
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Deduzzli
(31) Se ¢ = _Tn — im, as equagoes de Codazzi tomam a forma

complexa
¢z = FEH,
A equagao (ou as equagoes ) de Codazzi-Mainardi sao as mes-
mas no espaco hiperbdlico. Verifique isto ! onde 25 = (,% —
0 0 0

0
i—, e 2— = — +i—. Infira que S tem curvatura média con-
ov 0z Ou Ov q v

tante, sse ¢ é holomorfa. Mostre que isto implica que os pontos
umbilicos de uma superficie conexa S imersa em R?® de cur-
vatura média contante sao isolados ou S é totalmente umbilica.
Mostre o mesmo para uma superficie de curvatura média con-
stante imersa em H?.

(32) Mostre ainda que as linhas de curvatura sao dadas pela equagao

S (¢-(d2)’) =0

Nota: Um fato que pode ser demonstrado é que quando S
(conexa) tem curvatura média constante, o indice do campo
de linhas de curvatura num ponto singular (i. e num ponto
umbilico, necessariamente isolado, se S nao é totalmente umbilica)
¢ estritamente negativo. Segue disto, e do teorema de Poincaré-
Hopf, o seguinte teorema de Hopf demonstrado nos meados do
século vinte. Tal resultado deu um novo impulso a teoria das
superficies de curvatura média constante: Se uma superficie
fechada imersa S em R® (nao necessariamente mergulhada),
topologicamente equivalente a esfera , tem curvatura média con-
stante entao S é uma esfera geométrica. Enuncie e demonstre
o correspondente teorema de Hopf no espaco hiperbdlico.

(33) Mostre que quando S tem curvatura média constante a difer-
encial holomorfa quadratica

¢ (dz)”

estd globalmente bem definida em S, i. e nao depende das
escolhas dos parametros isotérmicos.
(34) Mostre a seguinte férmula

—
AX =2H

q
onde H ¢ vetor curvatura média de S (Note que vocé pode
interpretar X como sendo o vetor posicao de ).
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Conclua a seguinte caracterizagao das superficies minimas:
S é minima — ANX =0

Ou seja S é minima, sse as coordenadas de S em R? em parametros
isotérmicos sao funcoes harmonicas.

A idéia agora é enfocar o seguinte: Sejam ki, 71, ko, T as cur-
vaturas e torgoes de duas linhas de curvatura passando por um
ponto nao umbilico de uma imersao minima conforme X : U C
R? — S, (U aberto de R? ). Entao demonstre o teorema de
Enneper deduzindo a seguinte férmula

2 2

Sugestao : Considere os parametros isotérmicos z = u + v, i. e
X = X(z). Admita o fato que estes parametros podem ser es-
colhidos ( nas vizinhangas de um ponto nao umbilico) de forma
que as linhas coordenadas sejam linhas de curvatura. Mostre
que isto implica que m = 0 e que as equacoes de Codazzi-
Mainardi ficam (F' =m = 0)

l:@<i+ﬁ>
"2 \F G
Gy (] n
”“_7(E+5)

Donde conclua que [ = —n = b, b € R (constante). Em seguida
use as formulas da curvatura e da torgao

Xu X qu : quu |Xu X qu‘2
| Xy X Xoul? | X, |0

le% = —

) E FE.
Para concluir que X, X Xy - Xuwu = 1 <2Em, — uE U) . Daf

segue o resultado desejado.

Deduza do teorema de Enneper acima a seguinte proposicao :
Se uma familia de linhas de curvatura de uma superficie minima
é constituida por curvas planas, assim também o é a familia de
linhas de curvatura ortogonal, numa vizinhanca de um ponto
nao umbilico.

Nota: As superficies minimas (ndo planas) cujas linhas de
curvatura sao curvas planas foram classificadas : Estas sao o
catendide, a superficie minima de Enneper e as superficies de
Bonnet.
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Vamos em seguida abordar a famosa representacao de Weier-
strass das superficies minimas.

(37) Seja S uma superficie minima simplesmente conexa em R? e
z = u+ 1w parametros isotérmicos. Vamos obter “meromorphic
data” (g, fdz) que determinam a imersdo minima X : U C
R? — S C R?, onde U é um aberto simplesmente conexo de R2.
Seja

O = (P, Py, P3) := X, — X,
(a) Mostre que z = wu + v sdo parametros isotérmicos, sse
Q7 + @3 + ¢ =0.
(b) Mostre que X é harmonica, sse ® é holomorfa.
(c) Mostre que X é regular e z = wu + v sdo parametros

isotérmicos (ou seja E # 0), sse Z D> #0ez=u+iv
sao parametros isotérmicos.
(d) Mostre que

X(z) = ® / B(C)d¢

(e) Mostre que se X nao é plana entdo ®; # i®y, e &3 # 0.
Neste caso, existe uma funcao holomorfa 2f := &; — 1P,
P

by — 1P,

que podemos escrever ( fazendo um abuso de notagao ) a

representacao de Weierstrass

em U e uma fungao meromorfa g := , de maneira

X(2) =R [ (1= )f dil1+ )f dz 207 )

Mostre que a superficie sera regular sse f se anula apenas
nos poélos de g e a ordem de cada zero nestes pontos é
exatamente o dobro da ordem do pélo de g.

(f) Mostre que a métrica é dada por

2
ds? = (If1(L+1g%) | d=P
(g) Mostre que a segunda forma fundamental /1 é dada por
Il = -2R(fdzdg)

(h) A finalidade deste exercicio é mostrar que g é exatamente
a composta da aplicagao normal de Gauss com a projegao
estereografica do pdlo norte, que tem que ser conforme, sse
S é minima (por qué 7).
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(i) Mostre que
Xu X Xy = (S(P3®s), S(D1®3), S(P,21))
Conclua
X x X, _ ( 2Rg 289 1-— \g\Q)
[ Xy x Xl \1+[g?" 1+ [g[?" 1+ |g]?

Infira dai o desejado.
(j) Mostre que a curvatura de Gauss K de uma superficie
minima pode ser expressa em termos de f, g

K:_(Wﬂ_g’ﬂw)?

(k) Vamos neste item re-obter superficies minimas classicas via
a representacao de Weierstrass

(1) Mostre que o catenéide pode ser obtido fazendo U = C '\
{0}, .

9(2) = = f(2)dz = =

(m) Mostre que o helicéide pode ser obtido fazendo U = C, g(z) =
e,
f(z)dz =ie*dz.

(n) Mostre que Enneper pode ser obtida fazendo U = C, g(z) =
Z?
f(2)dz = dz. Nota: O catendide é a unica superficie
minima de revolucao . O catendide e a superficie de En-
neper sao as unicas superficies minimas completas de cur-
vatura total —47. Se uma superficie minima S mergulhada
e completa tem curvatura total finita e género zero, entao
S tem que ser o plano ou o catendide (Teorema de Lopez-
Ros). Se uma superficie minima S mergulhada e completa
tem curvatura total finita e dois fins, entao S tem que
ser o catenéide (Teorema de R. Schoen): A hipdtese de
curvatura total finita pode ser relaxada e substituida pela
hipétese bem mais fraca de topologia finita (Teorema de P.
Collin).

(o) Obtenha a representagao de Weierstrass da familia catendide-
helicéide de superficies minimas associadas, localmente isométricas,
ao catendide (helicéide).

(p) Vamos ver outros exemplos de superficies minimas

(q) A superficie de Scherk é dada implicitamente por

cosy

N =

z

COS X
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Estude o seu gréfico.
Scherk foi obtida pelo método de separagao das variaveis.
A equacao nao paramétrica da superficie minima de R? ¢é

a seguinte:
Vu
di =
v () =

Obtenha Scherk procurando solucoes da equagao nao paramétrica
da superficie minima de R? da forma z = u(z,y) := F(z)+ G(y).
Considere U = C\ {0}, g(2) = ez, f(2)dz = 2121‘ Calcule

Dy, Py, P3. Mostre que a condigao de zeros englos de f, g
estao satisfeitas. Para que a imersao esteja bem definida

é necessario verificar as condigoes de periodo: Basta con-
siderar uma curva de Jordan em torno de 0 e calcular os
residuos de &, Py, &3 na singularidade 0, e mostrar que
parte real do residuo é real. Conclua que (g, f dz) define
uma imersao conforme minima de C \ {0} em R3. Mostre

que a imersao é completa e de curvatura total —oo. Sug-
estao : Para mostrar o ultimo ponto vocé terd que usar o
grande teorema de Picard.




