LISTA 4 DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 2007

RICARDO SA EARP

(1) Considere a esfera unitaria S* = {z* + y? + 22 = 1} em R®.

(a) Mostre que a projecdo estereogrifica usual do polo norte é

dada por
Iy (z,y,2) = :i—i_ Zj =u+iv:=FE

dando a interpretacao geométrica desta aplicacao.

(b) Mostre que Ily leva circulos da esfera em circulos ou retas
no plano, determinando geometricamente cada situacao.

(¢) Mostre que Il preserva os angulos mas inverte as suas
orientagoes.

(d) Mostre que a inversa é dada por

( 2u 20 EE - 1)

el

EFEFE+1 EFE+1 EE+1
onde EE = u? + v2.

(e) Mostre que a métrica Euclideana ds* = dz?+dy?+d 2% em
R3 induzida em S?, induz em C U {co} a seguinte métrica

4

—  (dw? +dvd)-

(1—|—u2+v2)2( u” +dv’)

(f) A curvatura de Gauss de uma superficie Riemanniana é
um invariante intrinseco (depende apenas da métrica). Em

termos de coordenadas isotérmicas z = x + iy pode ser
escrita como

ds? =

ANlog A
22

onde a métrica em termos das coordenadas isotérmicas
(conformes) z = z + iy, é dada por ds? = \?|dz|*.
Mostre que a curvatura de Gauss da referida métrica esférica
¢ K =+1.

(g) Mostre que uma isometria positiva da referida métrica é o
conjunto das transformacoes de Mobius da forma

K=-—

az —C

T(z) =
1

cz+a
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satisfazendo |a|* + |c|* =1, a,c € C.
Mostre que para cada tal isometria positiva 1" correspon-

dem z e — fixados por T. Note que T é “eliptica”, voce

sabe justiﬁzcar esta terminologia 7
A aplicagao z — 1/z é uma isometria positiva ? Descreva-a
geometricamente.
Mostre que os meridianos na esfera sao as inicas geodésicas
da esfera.
Mostre que dados dois pontos p e ¢ de S? existe uma isome-
tria positiva de S? que leva p em q.
Mostre que dadas duas geodésicas C; e Cy de S? existe uma
isometria positiva de S? que leva C; em Cs.
Uma curva na esfera que faz angulo constante com os merid-
ianos da esfera é chamada de loxodromica.

(i) Mostre que a imagem de uma loxodrémica pela proje¢do

estereogrdfica é uma espiral logaritmica.

(ii) Usando coordenadas esféricas, encontre uma equagao
diferencial de primeira ordem que as loxodromicas
satisfazem. Em seguida exiba uma formula explicita.
Com a ajuda do MAPLE esboce uma loxodromica na
esfera estudando sua curvatura e sua torgao.

(2) Encontre todas as geodésicas do cilindro.

(3) Considere a superficie de revolugao da catendria, chamada de
catenoide dada por x = a coshwvcosu,y = acoshvsinu,
z=av; 0 <u < 2m,v € R(“catendide menos um meridiano”).
O catendide é a tinica superficie minima de revolucao de R3.
Considere o helicdide de R? parametrizado por x = av cosT, y =
asinhTsin, z = au; 0 < < 2m,v € R (“pedago do helicdide
entre as alturas z = 0, e z = 2ma”). O helicdide é a tnica
superficie minima regrada de R3.

Encontre uma definicao geométrica do helicéide.

Mostre que o helicéide é invariante por um grupo a 1-
parametro de isometrias de R? (screw motions).

Estude as curvas coordenadas do catendide e helicoide.
Encontre uma definigao geométrica do helicéide.

Mostre que o catendide e o helicoide sao localmente isométricos.

Sugestao: Aqui é preciso reparametrizar o helicéide para
ver isto.

Encontre uma uma familia a 1-parametro de superficies
isométricas ligando o catendide ao helicdide. Tal familia
é constituida de superficies minimas invariantes por screw
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motions, chamada de familia associada. O catendide é con-
jugado ao helicéide. Desenhe tal familia, fazendo uso do
MAPLE.

(4) Considere o plano hiperbdlico H? = {z = xz+iy, y > 0} munido

1
da métrica hiperbélica ds? = 5(daz? + dy?).

(Sz
(a) Classifique todas as geodésicas de H2.
(b) Mostre que a curvatura de Gauss K = —1.

(¢) Calcule o comprimento do circulo hiperbdlico de raio hiperbdlico p.
(d) Calcule a drea do disco hiperbdlico de raio hiperbdlico p.
(5) Mostre que X : R2 — R, (0, ) — % (cos@,sind, cos v, sin ) ,
é uma imersao de R? na esfera unitdria S3. A imagem X (R?)
é uma superficie minima de S3, chamada de toro de Clifford.
Mostre que {(—sin 6, cos,0,0), (0,0, —sin ¢, cos )} é um refe-
rencial ortornormal do espago tangente e que
{\% (cosf,sin b, cos p,sin ) , \/Li (—cosf, —sin @, cos p,sinp)}, é
uma base ortornormal do espac¢o normal ao toro de Clifford (em
R%).
(6) Seja g a métrica de S"7!. Seja (dr)? a métrica canonica de
I = (0,00). Define-se a métrica g em S*~! x I, por
Gmr =72 g1+ (dr)>) meStrel

(a) Serd que g é a métrica produto ?

(b) Deduzir que (S*! x I, g) é isométrica & métrica de R™\ {0}
munida da métrica Euclideana.

(c) Mostrar que (S ! x I, g, x (dr)?) é isométrica ao cilindro
C={z=(vo,21,...,70,) ER" x4 422 =1; 25 > 0}
munido da métrica induzida de R"*.

(7) Considere a aplicagao f : R" x (0,7) — R"™ x R, por
f(z,r) = (x,t) = (sinr - z,cosT),
z=1(z1,...,2n) € R", 7 € (0,m).

(a) Deduza que f determina um difeomorfismo
g:S" 1t x(0,71) — S" C R" x R por
g(z,7) = (sinr - z,cosr).

(b) Deduza que a métrica induzida em S"~*x (0, ), pela métrica
canonica de S™, dada pela restricao da métrica canonica de
R" x R, dt* + dz? + - - - + dx? & S", ¢ dada por
dr?+sin®rds?_,, onde ds?_, é a métrica canonica de S"~1,
que é a restricao da métrica Euclideana dz? + - - - + d2? a
Sm~1. Mostre que os meridianos sao geodésicas de S™.

OBS: Uma consideracao analoga pode-se fazer para as métricas
dt*+sin® t ds2+cos® t ds2 em SPxS?x (0, 7/2), considerando
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a aplicagao SP x S x (0,7/2) — RPF! x RITL,
(x,y,t) — (z-sint, y-cost). Tais métricas sao chamadas sao
chamadas de “warped products” (logo, a métrica canonica
da esfera pode ser vista assim). Aqui dsg, denota a métrica
canonica da esfera SP.
(8) Considere S uma superficie de revolugao em torno do eixo z
parametrizada por X(u,0) = (a(u)cosf,a(u)sinb, c(u)), u €
1,6 €[0,27], onde I C [0, 00) é um intervalo da reta e a(u) > 0.
(a) Calcule o comprimento de um paralelo.
(b) Calcule a métrica de S no sistema de coordenadas (u,6).
(c) Mostre que os meridianos sdo geodésicas de S.



