LISTA 5 DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 2007

(1)

RICARDO SA EARP

Seja Ml uma variedade Riemanniana de dimensao 2 (superficie
Riemanniana). Seja z = x + iy,z € U, U aberto, coordenada
conforme em M, ie f : U C C — M, z — f(z) € M, é
uma parametrizacao conforme, em que a métrica induzida ds?
em U oriunda da métrica de M estd dada por ds* = o?|dz|>.
Diz-se informalmente que ds? é uma métrica conforme em M
(identificando U com sua imagem em V := f(U) C M).

Agora, considere o espaco produto M x R munido da métrica

produto. Assim (x,y,t) sdo coordenadas locais em M x R
(z = z + iy sao cordenadas conformes (ou isotérmicas) em M e
t é a coordenada usual de R). Seja Q@ C C um dominio e seja
X:Q+MxR, w— (h(w), f(w)),
w = u+iv,u,v € R uma imersdo de Q em M x R (imagina
h(Q2) C V). Diz-se que h(w) é a componente horizontal e que
f(w) é a componente vertical. Seja 0, := %, 0y == a%v 0y == %,
o referencial local do espaco tangente, onde 9,, d, é um referen-
cial do plano tangente a M adaptado a f e 0; é o campo vertical
canonico tangente a “reta” t +— (1), % € M.

Relembre a notacao complexa: Se g é uma funcao suave difer-
enciavel (complexa) em €2 entao, define-se os operadores (com-
plexos) gu = 5 (gu — i9u) , € gw = 5 (Gu +1g0) -

(a) Mostre que X : Q & M xR, w = u+iv — (h(w), f(w)), é
uma imersao conforme, se e 86 se (fy,)° = —(0 0 h)2hyhy.
(b) Conclua que a métrica induzida por X, escrita da forma
p?ldw|?, estd dada por (usando a linguagem complexa)
p? = (00 h)* (|hy| + [ha])” .
Considere o disco de Poincaré H?, i.e o disco aberto {(x,y) €
R? z? + y* < 1}, munido da métrica hiperb6lica ﬁ |dz|?.
Seja p a distancia hiperbélica de um ponto (z,y) a origem (raio
hiperbélico).
(a) Mostre que R = /2% + y? = tanh p/2.
(b) Mostre que a métrica ds* no produto H? x R em coorde-
nadas cilindricas (p, 0,t), é dada por
ds*> = dp? + sinh? pdf + dt>.
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(c) Seja £ € R. Seja S uma superficie imersa em H? x R dada
por

X (p(s),p(s,7)) = (tanh p/2 cos p, tanh p/2 sin p, A(p) + Lp) , s,7 € R

Mostre que a métrica induzida em S , tomando coorde-
nadas cilindricas em H? x R, est4 dada por

dj = (L+X?)dp” + 20X dpdip + (€ + sink® p) d?

(3) Considerando S?* = CU{c0}, com a métrica esférica m |dz|?,
faga uma andlise parecida com a que foi feita acima no item (2)
considerando coordenadas cilindricas (p,0,t) em S* x R, tro-
cando sinh p — sin p.

(4) Considere RM*!1 := R""? munido com a métrica de Lorentz
Q == dxf+dai +dai - - - +da? . A seguinte superficie “space-
like” S € RV com a métrica Riemanniana induzida d4 origem
ao modelo de Minkowski do espaco hiperbdlico H" ! :
S:={r=(vg,x) R € R"™ 25> 0,Q(z) = |x|*— 22 =
Por definicao o grupo de isometrias de S, denotado por
OT(1,n + 1) preserva esta métrica.

(a) Considere as matrizes

cosht sinht 0 --- 0
sinht cosht 0 --- 0
0 0 0 1

Mostre que o conjunto de tais matrizes constitue um sub-
grupo I' € O*(1,n + 1) a l-pardmetro de isometrias de
S

(b) Mostre que com a ajuda de uma “rotagao horizontal”, que é
uma isometria de S, pode-se levar qualquer ponto (xg, ) €
S num ponto da forma v = (zg,|xle;) € S, onde g, =
(1,0,0,...,0). Logo como v € &, pode-se escrever v da
forma v = (cosh s,sinh s &), para algum s € R.

(¢) Mostre que com a ajuda do subgrupo I' acima pode-se en-
viar v ao ponto (1,0), tomando t = —s.

(d) Conclua que o grupo de isometrias de S age transitiva-
mente em S.
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(5) Mostre que o circulo hiperbdlico de raio hiperbélico p centrado
no ponto i de H? estd dado por

x = sinh p cos 6

y = sinh p sin @ + cosh p, 0 € [0, 27]

Logo, ¢ um circulo Euclideano de centro (0,cosh p) e raio
R = sinh p.

(6) Mostre que o comprimento de um circulo hiperbélico em D de
raio hiperbdlico p > 0 é 2wsinhp e que a area de um disco
hiperbélico em D de raio hiperbélico p é 4 sinh® p/2.

(7) Seja H? := {(z,y,2); z > 0}. Considere a semi-esfera S =
S.(a) == {p = (z,y,2) € R |p—algs = r,z > 0}, onde
a € {(x,y,2); z =0} er > 0. Considere a em reflexdo, ou
simetria ou inversao com respeito a S definida por

7,2

|p - a|]%{3

(a) Mostre que I é um difeomorfismo anti-conforme preser-
vando H?, levando 9,.JH? em si mesmo, deixando fixos to-
dos os pontos de S e satisfazendo I o I(p) = p, para todos
os pontos p € H3. Mostre que I provém de uma tnica
inversao em um circulo em 9,,H* = C N {oc}.

(b) Mostre que I leva as calotas esféricas, , semi-planos verti-
cais, semi-planos inclinados, planos horizontais, esferas em
H? em calotas esféricas, ou semi-planos verticais, ou semi-
planos inclinados, ou planos horizontais ou esferas em H?3.
Deduza que I leva circulos ou retas em circulos ou retas.
Faca um exame minucioso e discuta cada caso separada-
mente examinando todas as possibilidades como voceé fez,
anteriormente, com as inversoes em circulos.

(c) Mostre que se p,q € H?, entao

I(p) =a+ (p—a)

2p — q|gs
I(p)—1(q)|lrs =
1) = 1l = ok ol

Considere H? o espaco hiperbélico munido da métrica hiperbdlica

ds® = % . (dx2 +dy? + dz2)

(8) Mostre com todos os detalhes que a inversao I do item 1) é uma
isometria negativa de H?.
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Lembremos que as geodésicas de H? sao as semi-retas verti-
cais contidas em H? partindo do bordo assimptético (9.H?) e
os semi-circulos em H? ortogonais a 0. H?.

Mostre que de fato as curvas descritas logo acima sao todas
as geodésicas de H?. Mostre que dada duas geodésicas 71 e o

existe uma isometria positiva de H? levando ~; em v,.

Mostre que F' : B* — H? definida por F(z,y, z) = 2wy 2+l (0,0,1)
: L {E2+’y2+(2+1)2 [

produz uma isometria global de B® em H® que inverte ori-

entacoes . Descreva geometricamente F' e dé sua inversa. Além

disso modifique ligeiramente F' e obtenha uma isometria posi-

tiva. Descreva as geodésicas no modelo da bola.

NOTA:

Dizemos que uma superficie M é totalmente geodésica, se dado

um ponto p de M tem-se que toda geodésica v de M partindo

de p é geodésica de H3. Dizemos que uma superficie M é uma

superficie equidistante se M é o lugar geométrico dos pontos em

H? que possuem mesma distancia fixada p de uma superficie to-

talmente geodésica. Dizemos que M é uma esfera geodésica se

M ¢é o lugar geométrico dos pontos em H? que possuem mesma

distancia fixada p de um ponto fixado p. Dizemos que M é uma

horosfera se existe p € M tal que M é o limite em H? de esferas

de raios variados p que passam por p fazendo p — oo. Tais

superficies geométricas sao totalmente umbilicas em H?3.




