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PROFESSOR RICARDO SA EARP

(1) Deduza que a curvatura k(s) > 0 e a tor¢ao 7(s) de uma curva
regular o : [ — R3 (com vetor curvatura nao nulo em cada
ponto ) sao invariantes por isometrias positivas de R?.

(2) Considere a hélice dada por
a(t) = (acost,asint,bt), t € R,a > 0.

(a) Encontre um grupo & um parametro de isometrias G' de R?
de forma que a hélice seja invariante por G.

(b) Demonstre, sem fazer as contas da torgao e da curvatura,
que a curvatura e a torcao da hélice sao constantes.

Em seguida, fazendo uma conta, encontre estas constantes.

(c¢) A cada ponto da hélice trace a reta passando por este ponto
e perpendicular ao eixo z. Obtenha uma parametrizagao da
superficie resultante e responda se tal superficie é invari-
ante pela agdo do mesmo grupo G 7
(3) Mostre que a ctibica retorcida t — (¢,t%,¢3) tem curvatura k e
torcao 7 respectivamente dadas por

K1) (4 + 36t + 36t4)1/2 (0 -3
= T =
(1 + 482 + 9t4)3/2 (1+ 9t2 + 9t4)

Desenhe a curva, usando o MAPLE, fazendo uma anélise.
(4) Considere v : I — R? uma curva parametrizada pelo compri-
mento de arco s de curvatura k(s) > 0 positiva, cujo trago
esteja contido na esfera de centro p e de raio r > 0. Assuma que
a torgao 7(s) de y nunca se anule e que k'(s) #0,Vs € I.

(a) Deduza que 7y satisfaz a seguinte equacao diferencial (Monge,
1807)

(b) Conclua que uma curva vy : I — R? parametrizada pelo

comprimento de arco s de curvatura k(s) > 0 positiva,
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cujo trago esteja contido na esfera de centro de raio r > 0,
satisfaz para sg € I:
k' (so) =0 <= k(sp) = 1/r ou 7(s9) = 0.

(c) Considere novamente a curva de Viviani obtida pela in-
tersegao do cilindro (x — a)? + y* = a* com a esfera
22 + y? + 2% = 4a®. Cheque que uma parametrizacao da
curva esta dada por:

a(t) = a (1 + cost,sint, 2sin(t/2)), —2r <t <27

Usando o MAPLE, estude a curvatura e a torcao, determi-
nando os maximos e minimos da curvatura, desenhando os
graficos da curvatura da tor¢cao. Desenhe a curva.

Deduza que no ponto de maximo ou de minimo %y, a cur-
vatura ¢ igual a k(to) = £ = curvatura média da esfera de raio a.

(d) Mostre que se uma dada esfera de centro p e raio r contém
o trago de uma curva v (satisfazendo as mesmas hipé6teses
sobre a curvatura e a torcao dadas acima no inicio do exer-
cicio (3)) entao vale a seguinte equagao:

1 o 1 ( 1 Vb

k(s)  7(s) k(s)

onde n e b sao o normal e o binormal ao longo de =, re-
spectivamente.

(5) Dé exemplos variados explicitos de curvas na esfera de raio 1 e
verifique as equagao (x) acima.

(6) Seja o : I — R? uma curva parametrizada regular cuja cur-
vatura é k(s) > 0. Suponha que o trago de « esteja contido
numa esfera e que « tenha torgao 7(s) = cst = a € R.

Deduza que existem b, c € R tal que

R\S) =
bcosas + csinas

p="(s)+

(7) Defina informalmente o tubo ao redor de uma curva (regular)
movendo um pequeno circulo centrado na curva e ortogonal a
curva ao longo da curva. Agora tente encontrar uma definigao
rigorosa de tubo de raio r ao redor de uma curva reqular y
dando vérios exemplos, considerando vérias curvas (p. exemplo:
hélices). Calcule o volume da regiao sélida englobada pelo tubo.

(8) Uma em hélice cilindrica ou simplesmente hélice é uma curva
parametrizada regular o : I — R3 que é uma generalizacao
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das hélices circulares. Estao definidas pela propriedade que as
tangentes fazem um angulo constante o com uma direcao fixada
L. Ou seja se v o vetor unitario diretor de L, entdo

v -T(s) = cosa = const

Assuma que k(s), 7(s) # 0, Vs € I, onde k e T s@o respecti-
vamente a curvatura e a torcao de .
(a) Mostre que a hélice satisfaz

— = —tan o = constante
-

Esta equacao caracteriza as hélices 7 Este é um teorema
de Lancret demonstrado por Saint Venant em 1845.

(b) Suponha que L seja o eixo-z. Mostre que a curvatura k*
da projecao da hélice no plano ortogonal a L é dada por

k* = k cossec?



