LISTA 6 DE GEOMETRIA DIFERENCIAL 2008

RICARDO SA EARP

(1) Considere a esfera unitdria S* = {z* + y? + 22 = 1} em R3.
(a) Mostre que a projecdo estereogrdfica usual do pdlo norte é
dada por

T4y
1—=z

dando a interpretagao geométrica desta aplicacao.

(b) Mostre que Il leva circulos da esfera em circulos ou retas
no plano, determinando geometricamente cada situacao.

(c) Mostre que Il preserva os angulos mas inverte as suas
orientagoes.

(d) Mostre que a inversa é dada por

y(z,y,2) = =u+iv:=F

( 2u 2v EFE — 1)
2 == =
EFEFE+1 EFE+1 EE+1
onde EE = u? + v2.
(e) Mostre que a métrica Euclideana ds* = da?+dy*+d 2% em
R3 induzida em S?, induz em C U {oo} a seguinte métrica
4

de? = —
TR

(du? + dv?)-

(f) Generalize os itens anteriores considerando a esfera S™ de
dimensao n, i.e, a esfera unitdria centrada na origem de

RnJrl
(g) Considerando o referencial adaptado {8u’ 81;} da métrica
ds? Hu2—+v2)2(du + dv?) na esfera C U {oo}, calcule a

conexao Riemanniana V da esfera determinando as quan-
tldadesVa@ Va aawvg)%
Aplique o “Seu cdleulo para escrever a equacgao das curvas
em S? de curvatura geodésica r, = cst( constante).

(h) Determine todas as isometrias positivas de S?.

(i) A curvatura de Gauss de uma superficie Riemanniana ¢é
um invariante intrinseco (depende apenas da métrica). Em

termos de coordenadas isotérmicas z = x + iy pode ser
1
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escrita como
Alog A

22
onde a métrica em termos das coordenadas isotérmicas
(conformes) z = z + iy, ¢ dada por ds? = \?|dz|*.
Mostre que a curvatura de Gauss da referida métrica esférica
é K =+1.
Mostre que uma isometria positiva da referida métrica é o
conjunto das transformacoes de Mobius da forma

K=-—

az —C

T(z) = —
cz+a

satisfazendo |a|* + |c[* = 1, a,c € C.

Conclua que toda isometria positiva da esfera S? leva circulos

em circulos.

Deduza diretamente, sem usar o item anterior, que toda

isometria da esfera leva circulos em circulos.

Mostre que para cada tal isometria positiva T' correspon-

dem z e — fixados por T'. Note que T' é “eliptica”, voce

sabe justiﬁzcar esta terminologia ?

A aplicac@o z — 1/z é uma isometria positiva ? Descreva-a
geometricamente.

Mostre que os meridianos na esfera sao as inicas geodésicas
da esfera, fazendo obrigatoriamente um estudo da equagao
das geodésicas na esfera.

Mostre que dados dois pontos p e ¢ de S? existe uma isome-
tria positiva de S? que leva p em ¢, ou seja S? é uma var-
iedade homogénea bidimensional.

Mostre que dadas duas geodésicas C; e Cy de S? existe uma
isometria positiva de S? que leva C; em Cs.

defina o conceito de reflexao numa geodésica da esfera, geo-
metricamente, sem fazer uso do ambiente Euclideano. Em
seguida, mostre que tal reflexao ¢é a restricao de uma re-
flexao Euclideana de R? & esfera.

Vale tal conceito na esfera S™ ?

Defina o concieto de translagcao ao longo de uma geodésica
na esfera S?. Deduza que tais translacoes sdo compostas
de duas reflexoes em geodésicas, como definido acima.
Vale tal conceito na esfera S™ ?

Dados p,q € S? seja distg2(q, p) a distancia entre p,q (na
métrica das esfera).
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(i) Deduza que existe uma curva C' na esfera que mini-
miza o comprimento de arco, dentre todas as curvas
parametrizadas suaves regulares ligando p a ¢. Além
disso, o trago desta curva é um arco de circulo de raio
méximo contido em S?. Aqui faca um estudo alter-
nativo analizando o funcional comprimento de arco.

(ii) Seja C, := {q € S? dists2(q,po) = r}, o circulo
esférico de raio v e centro py em SZ.

(A) Deduza que o comprimento de C,. é proporcional
ao seno de r.

(B) Agora, calcule da conexao de S?, usando as chamadas
coordenadas esféricas (0, ¢). Escreva a equagao
das curvas de curvatura geodésica constante em
S2.

(C) Deduza que o vetor curvatura geodésico k, de
C, é dado por @ = —cot d)a% = —cot r%, con-
cluindo que a curvatura geodésica r, = | cot r|.

(D) Deduza que se um paralelo P tem raio R (como

circulo em R3), entao R = \/%, onde k, é a
K
g

curvatura geodésica de P.

(E) Deduza que as isometrias da esfera levam circulos
em circulos, em que circulos aqui significa uma
curva obtida fazendo a intersecao da esfera com
um plano de R3. Dé o significado disto intrinseco,
sem fazer mencao ao ambiente R3.

(t) Uma curva na esfera que faz angulo constante com os me-
ridianos da esfera é chamada de lozodromica.
(i) Mostre que a imagem de uma loxodromica pela proje¢do
estereogrdfica é uma espiral logaritmica.

(ii) Usando coordenadas esféricas, encontre uma equagao
diferencial de primeira ordem que as loxodromicas
satisfazem. Em seguida exiba uma formula explicita.
Com a ajuda do MAPLE esboce uma loxodromica na
esfera estudando sua curvatura e sua torcao.

(u) Determine todas as geodésicas de S", exibindo uma férmula
explicita.
Além disso, dado um ponto x € S™ e um vetor tangente
unitario v € T,S", tomando um outro vetor unitario w
tangente a S™ em x ortogonal a v, estude a variacao

H(s,t) = cossx +sins (costv + sint u)



(2)

(3)

(4)
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mostrando que a variacdo em S™ por geodésicas (as curvas
t = cst s@o geodésicas). Deduza que o campo variacional
OH(s,t
dado por Y(s) := 9H(s,t)

esfera, ou seja satisfaz a equacao de segunda ordem dada
por

lt=o € um campo de Jacobi na

Y'+Y =0

investigando a relacao entre a equacao de Jacobi e a cur-
vatura.
(v) Determine todas as curvas na esfera S? de curvatura geodésica
constante.
Encontre todas as geodésicas do cilindro de duas maneiras:
Uma fazendo um estudo da equacao das geodésicas no cilindro
e outra fazendo uso de isometrias.
Considere a superficie de revolugao da catendria, chamada de
catendide dada por x = a coshv cosu,y = acoshvsinu,
z=av; 0 <u < 2m,v R (“catendide menos um meridiano”).
O catendide é a tinica superficie minima de revolucao de R3.
Considere o helicdide de R? parametrizado por x = av cosT, y =
avsinu, z = au; 0 <u < 27,0 € R (“pedago do helicéide entre
as alturas z = 0, e z = 2ma”). O helicdide é a tinica superficie
minima regrada de R3.
(a) Encontre uma definigao geométrica do helicéide.
(b) Mostre que o helicéide é invariante por um grupo a 1-
parametro de isometrias de R? (screw motions).
(c) Estude as curvas coordenadas do catendide e helicdide.
(d) Encontre uma defini¢ao geométrica do helicoide.

(e) Mostre que o catendide e o helicéide sao localmente isométricos.

Sugestao: Aqui é preciso re-parametrizar o helicéide para
ver isto.

(f) Verifique, fazendo um calculo, que o helicéide e o catendide
tem mesma curvatura de Gauss em pontos correspondentes
pela isometria local.

(g) Encontre uma uma familia a 1-parametro de superficies
isométricas ligando o catendide ao helicdide. Tal familia
é constituida de superficies minimas invariantes por screw
motions, chamada de familia associada. O catendide é con-
jugado ao helicdide. Desenhe tal familia, fazendo uso do
MAPLE.

Considere S uma superficie de revolucao em torno do eixo z
parametrizada por X (u,0) = (a(u)cosf,a(u)siné, c(u)), u €
I,0 € [0,27], onde I C [0,00) é um intervalo da reta e a(u) > 0.
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(a) Calcule o comprimento de um paralelo.

(b) Calcule a métrica de S no sistema de coordenadas (u,6).

(¢) Mostre que os meridianos sao geodésicas de S.

(d) Encontre uma condigdo necessaria e suficiente sobre a(u)
de maneira que o paralelo u = ¢y seja uma geodésica.

(e) Determine a conexao Riemanniana V da superficie S, cal-

culando
J 0 d(u) 0
vi@ B Vﬁ ou  a(u) 00
ou 00
Vo 82 =0, explique geometricamente este resultado
Y ou
ou
0 , 0
0 —a'(u) G(U)%

(f) Deduza que as equagoes das geodésicas em S sdo equiva-
lentes ao seguinte sistema (aqui (u(t),0(t)) sdo expressoes
locais de uma curva em S):

{(2—;‘)2 () ()" =1 )

a*(u(t)% = C, (C=cst)

(g) Deduza que se existir dois paralelos de S da forma a(u) =
C, entao uma geodésica tangente a um destes paralelos,
oscila entre estes dois paralelos. Verifique que o dado C'
determina a geodésica.

(h) Mostre que se ¢ é o angulo que uma geodésica de S faz
com um paralelo P dado por a(u) =r =cst, 0 < ¢ < 7/2,
entao temos a equacao de Clairaut:

rcosy = |C|
(i) Deduza que se uma geodésica é assimptodtica a um
paralelo, este paralelo tem que ser uma geodésica.
(ii) Estude as geodésicas no paraboléide.
(iii) Estude as geodésicas no catendide.
(5) Considere o plano hiperbdlico H? = {z = z+iy, y > 0} munido

(da? +dy?).

da métrica hiperbdlica ds? = 5
(S2)

(a) Estude as isometrias as de H?.
(b) Estude as as geodésicas de HZ.
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) Mostre que a curvatura de Gauss K = —1.

) Calcule o comprimento do circulo hiperbdélico de raio hiperbdlico p.

) Calcule a drea do disco hiperbdlico de raio hiperbélico p.

) Determine a conexao Riemanniana de H?, calculando os
simbolos de Christoffel associado ao referencial adaptado
global canénico {2, a%}‘

(c
(d
(e
(f

(6) Responda verdadeiro ou falso. Caso falso eriba um
contra-exemplo. Caso verdadeiro escreva uma deducao
sucinta e rigorosa.

(a) A curvatura de Gauss K ¢é invariante por isometrias.

(b) Uma isometria f : S — S de uma superficie conexa S em
si mesmo satisfazendo f(p) =pedf, =1
(identidade) de T,S para algum p € S ¢ a identidade, i.e
fl@)=q,Yq€S.

(¢) Uma métrica da forma du® + a*(u)df? é uma métrica de
uma superficie de revolucao.

(d) Duas superficies de R?® que sao isométricas e que tém a
mesma curvatura de Gauss K = cst sao congruentes, 1.
e, existe uma isometria positiva de R?* (movimento rigido)
levando uma na outra.

(e) Existem superficies invariantes por um grupo de isometrias
de R? (que nao sao de revolugao), cuja métrica se escreve
na forma du? + a?(u)d6?.

(f) Existe uma mudanga de coordenadas (v, #) de maneira que
nas novas coordenadas a métrica de uma superficie de rev-
olucao se escreve da forma
a*(dv? + d6?). Logo, a curvatura de Gauss K de uma su-
perficie de revolucao é dada por K = —a”(u)/a(u). (Para
responder este item vocé terd que encontrar coordenadas
conformes ou isotérmicas de S, encontrando a mudanca de
coordenadas apropriada).

(g) Por um ponto e uma vetor tangente da esfera S* passam
exatamente duas curvas de S? de curvatura geodésica con-
stante k, = | cotr|.

(h) A equagao (1) é ainda verdadeira para uma superficie ab-
strata S admitindo coordenadas locais (u,f) provenientes
de uma parametrizagao X : I xR — S satisfazendo X (u, 0+
27) = X (u,0).
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(i) Considere o plano C com coordenadas (u,v) munido da
1000
—<1 n 2 n '1}2)2 (du2 + deQ)

(i) Segue entao que (C, ds?) é uma variedade Riemann-
niana de dimensao 2 completa.

(ii) Segue entdao que (C, ds?) é uma variedade Riemann-
niana de dimensao 2 com curvatura de Gauss K con-
stante.

(j) Dados duas geodésicas completas C; e Cy de S? existe uma
isometria positiva de S? levando Cy em Cs.

(k) Considere o catenéide dado por x = acoshvcosu,y =
a cosh v sin u,
z=av; 0 <u < 2mv € R (“catenéide menos um meridi-
ano”). Considere o helicéide de R? parametrizado por

métrica ds® =

r = asinhvcosu,y = asinhvsinu,z = au; 0 < u <
2m,v € R (“pedaco do helicide entre as alturas z = 0, e
z =2ma”).

(i) Se uma subvariedade S de dimensao 2 de R? contém
uma reta L, entao L é uma geodésica de S; assim,
as "retas geradoras” do helicéide sao geodésicas do
helicoide.

(ii) Segue que existe uma isometria (local) do catenéide
no helicéide, que leva a curva geratriz (catenéria)
do catendide numa reta. Logo, a catenaria é uma
geodésica do catendide.

(iii) A isometria do item anterior se estende a uma isome-
tria do ambiente R3.

(1) Considere o plano hiperbdlico
H? = {z = x + 1y, y > 0} munido da métrica hiperbdlica

ds? = 5(da? + dy?).

(Sz
Dados p, q € H? seja distyz(q, p) a distancia entre p, ¢ (na
métrica hiperbdlica). Seja C, := {¢q € H?; distg2(gq,po) =
p}, o circulo de raio p e centro py em HZ.
(i) Segue entao que o comprimento de C, cresce ezpo-
nencialmente com p.
(ii) O plano hiperbdlico H? é uma variedade Riemanni-
ana de dimensao 2 completa.
(7) Deduza que os horociclos (retas Euclideanas horizontais ou circulos
Euclideanos tangentes ao bordo assimptético de H?) tém cur-
vatura geodésica igual a 1.
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Mais geralmente, determine todas as curvas de curvatura
geodésica constante do plano hiperbdlico.
(8) Seja g; a métrica de S"7!. Seja (dr)? a métrica canonica de
I = (0,00). Define-se a métrica g em S"~! x I, por
Gme =72 g1+ (dr)> , meSrel

(a)
(b)

()

Serd que g é a métrica produto ?

Deduzir que (S"! x I, g) é isométrica a métrica de R™\ {0}
munida da métrica Euclideana.

Mostrar que (S"™! x I, g; x (dr)?) é isométrica ao cilindro
C={r=(vo,21,...,70,) ER"Lz2 4. 422 =1; 25 > 0}
munido da métrica induzida de R"*!,

(9) Considere a aplicagao f : R" x (0,7) — R"™ x R, por
f(z,r) = (x,t) = (sinr - z,cosT),
z=(z1,...,2,) € R, r €(0,m).

(a)

(b)

Deduza que f determina um difeomorfismo

g:S" 1 x(0,71) — S" CR" X R por

g(z,7) = (sinr - z,cosr).

Deduza que a métrica induzida em S"~!x (0, 7), pela métrica
canonica de S, dada pela restricao da métrica canonica de
R" x R, dt* + dz? + - - - + da? a S", é dada por
dr?+sin®rds?_,, onde ds?_| é a métrica canonica de S,
que é a restricao da métrica Euclideana dz? + - - - + d22 a
S~ Deduza que os meridianos sao geodésicas de S™.

OBS: Uma consideragao analoga pode-se fazer para as métricas
dt*+sin® t ds2+cos® t ds2 em SPxS7x (0, 7/2), considerando

a aplicacao SP x S x (0,7/2) — RPT! x R

(z,y,t) — (z-sint,y-cost). Tais métricas sdo chamadas sao
chamadas de “warped products” (logo, a métrica canonica

da esfera pode ser vista assim). Aqui dsf,, denota a métrica
canonica da esfera SP.



